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2004 年 数学 教育 高 级 研讨 班 纪要 


执笔 : 张 英 宙 


教育 部 人 事 司 批 准 举办 的 数学 教育 高 级 研 
讨 班 , 于 2004 年 12 月 10 日 至 14 日 在 广西 南宁 
举行 . 研讨 活动 的 承办 单位 是 广西 自治 区 教育 
厅 和 广西 师范 大 学 数学 计算 机 科学 学 院 ，12 
月 11 日 , 西南 师 大 宋 乃 庆 校长 主持 研讨 班 开幕 
式 . 广西 教育 厅 黄 宇 副 厅 长 .广西 师 大 杨 善 朝 
院 长 出 席 讲话 . 到 会 同志 以 热烈 的 掌声 对 他 们 
的 领导 和 会 议 的 组 织 工作 表示 深切 的 感谢 . 

参加 研讨 班 活动 的 有 100 多 位 专家 学 者 . 
南京 大 学 和 全 国 6 所 重点 师范 大 学 均 有 学 者 出 
席 . 国内 的 数学 教育 方向 上 的 博士 , 多 半 到 会 
研讨 . 这 次 研讨 班 , 还 特别 邀请 了 研究 小 学 数 
学 教育 的 专家 参加 , 扩大 了 研讨 的 范围 . 参加 
研讨 的 主要 组 织 者 和 发 言 者 有 : 张 黄 宙 、 宋 妃 
庆 、 郑 毓 信 、 涂 荣 豹 、 抒 学 华 、 唐 瑞 芬 、 戴 再 平 、 
罗 增 儒 、 马 岷 兴 , 田 载 今 、 李 海 东 、 沈 文选 、 曹 一 
鸣 、 孔 几 哲 、 李 俊 、 了 筷 企 平 、 黄 末 金 , 李 忠 如 、 喻 
王建 明 、 张 丹 \ 张晓霞 、 龙 开 奋 、 唐 高 华 、 吴 康 、 
刘 晓 玫 、 刘 静 、 田 中 、 蔡 东 彩 等 . 来 自 中 小 学 的 
数学 教师 有 张 思 明 、 获 雷 、 林 敏 、 林 良 富 等 . 澳 
门 的 张 国 祥 、 汪 甄 南 也 参加 了 研讨 活动 . 

会 议 除 进行 全 体会 议和 分 组 会 议 之 外 , 还 
参加 了 广西 “探究 性 ”数学 教学 展示 会 的 活动 . 
部 分 到 会 者 参与 评 课 , 和 广西 的 广大 数学 教师 
进行 交流 . 12 月 12 日 晚间 , 高 等 教育 出 版 社 马 
丽 就 《数学 教育 概论 》 的 出 版 召开 了 座谈 会 . 

本 次 研讨 的 主题 是 “基础 与 创造 本 着 "发 
扬 传统 .关注 现实 、 理论 探讨 、 总 结 经 验 ” 的 精 
神 , 研讨 活动 紧张 而 有 序 , 普遍 反映 学 术 气 氛 
浓厚 , 收获 丰硕 . 研讨 的 主要 成 果 有 : 

一 、 总 结 与 发 展 数学 “ 双 基 ”的 优良 传统 

张 葬 宙 首先 就 “ 双 基 "和 “ 双 基 数学 教学 " 作 














了 界定 .“ 双 基 " 指 “基本 知识 和 基本 技能 ”, 依照 
传统 不 宜 改 变 . 至 于 “ 双 基 教学 ”, 则 是 指 “ 在 强 
调 掌握 双 基 的 基础 上 进行 发 展 和 创新 .” 中 国 
数学 教育 重视 “ 双 基 ", 但 是 不 等 于 只 抓 " 双 基 ”. 

艺 学 华 的 演讲 , 首先 将 我 国 1949 年 以 来 的 
数学 教学 分 为 7 个 阶段 .然后 提出 :数学 双 基 
教学 "萌芽 于 五 十 年 代 初 , 形成 于 六 十 年 代 初 ， 
发 展 于 八 十 年 代 初 . 进入 21 世 纪 , 双 基 教学 在 
创新 教育 的 指导 下 , 面临 新 的 发 展 机 遇 , 正在 
重新 认识 . 没有 基础 的 创新 是 空想 , 没有 创新 
间 导 的 打 基 础 是 傻 练 , 这 已 经 成 为 大 家 的 共识 . 

涂 荣 鹏 的 演讲 , 着 重 分 析 了 中 国 数学 教学 
的 五 大 特征 . (1) 我 国 在 落实 教学 目标 上 对 双 
基 和 采取 强 有 力 的 措施 ， 每 章 、 每 单元 、 每 节 课 
的 目标 和 要 求 都 加 以 细 化 (知识 , 技能、 方法 )， 
并 且 具 有 可 操作 性 . (2) 长 于 由 数学 内 部 的 “ 旧 
知 ” 引 出 “新 知 ”. (3) 对 新 知识 注意 逻辑 辨析 和 
深层 次 理解 , 对 新 概念 或 新 命 古 中 关键 性 语句 
进行 咬文嚼字 地 分 析 . 利用 变 式 教学 (辨析 题 、 
变 式 题 ) 深入 认识 新 知识 的 本 质 属 性 , 概括 出 
新 知识 的 若干 要 义 或 注意 点 . (4) 特别 重视 解 
题 , 主要 是 数学 内 部 的 形式 化 问题 . 强调 以 概 
念 和 定理 为 依据 , 关注 解 题 基 本 方法 的 熟练 党 
握 , 重视 解 题 思路 的 探求 , 注重 一 题 多 解 , 发 展 
数学 思维 能 力 . (5) 及 时 巩固 , 强化 练习 . 当 堂 
有 练习 , 课 后 有 作业 , 单元 有 小 考 , 学 期 有 大 考 . 
理念 是 : 趁 热 打铁 、 熟 能 生 巧 、 拳 不 离 手 、 曲 不 
离 口 . 涂 荣 豹 指出 , 这 些 做 法 , 既是 优点 , 也 是 
缺点 . 对 双 基 的 强化 训练 很 容易 过 度 , 如 果 不 
注意 发 展 和 创新 , 就 会 发 生 “ 基 础 过 剩 ”, 危害 
中 华 民族 的 创新 灵魂 . 

李 忠 如 在 发 言 中 着 重 谈 了 “ 双 基 "可 能 异 化 
的 问题 . 
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马 复 在 发 言 中 , 强调 数学 双 基 必须 “与 时 俱 
进 ". 过 去 的 “基本 知识 "今天 也 许 就 不 是 基本 
的 了 . 

李 俊 提 到 日 本 、 新 加 坡 在 一 些 重 大 国际 数 
学 教育 测试 中 多 次 名 列 前 茅 , 但 是 他 们 都 没有 
沾沾自喜 , 而 是 找 差距 . 因此 , 我 们 也 不 可 以 把 
学 生 的 数学 笔试 成 绩 好 , 太 当 一 回 事 , 以 免 忽 
视 自 身 存在 的 问题 . 

王建 明 注意 从 东方 文化 上 分 析 中 国 数学 教 
学 . 

二 、 研 究 “ 双 基数 学 教学 ”的 现状 , 关注 现 
实 , 服务 现实 

面 对 数学 教育 的 现实 , 是 数学 教育 高 研 班 
的 传统 . 正在 进行 的 教学 改革 可 以 说 是 数学 教 
育 的 一 次 “范式 革命 . 在 前 进 过 程 中 , 如 何 处 
理 “ 基 础 与 创造 "的 关系 , 再 次 引起 人 们 的 关注 . 
南京 大 学 郑 入 信教 授 指出 : 将 努力 培养 学 生 的 
创新 意识 列 为 学 校 教育 的 主要 目标 之 一 , 正 是 
对 于 重视 基础 的 中 国 传统 的 重要 突破 与 发 展 . 
然而 , 两 者 在 一 定 程度 上 的 对 立 则 又 十 分 清楚 
地 表明 了 实现 这 一 目标 的 艰巨 性 . 新 数学 课程 
标准 的 大 方向 是 正确 的 , 实践 中 出 现 一 些 问题 
并 不 奇怪 . 发 现 问题 .正视 问题 、 解决 问题 , 才 
能 取得 不 断 的 进步 . 对 于 教师 在 教学 中 出 现 的 
某 些 倾向 , 不 可 指责 , 领导 者 应 多 进行 反思 ”. 

孔 企 平 就 小 学 的 教学 现状 , 对 数学 “ 双 基 ” 
的 落实 进行 了 分 析 . 他 认为 , 知识 转化 成 能 力 
是 “ 双 基 "教学 的 关键 环节 .现在 有 两 种 偏向 : 
一 是 “灌输 型 的 ”: 以 本 为 本 的 备课 , 满堂 灌 或 
满堂 问 , 简单 化 的 练习 , 追求 惟一 的 标准 等 . 另 
一 方面 是 “ 浅 层次 ”的 教学 : 情景 简单 化 , 活动 
形式 化 , 偏离 学 科目 标 . 操作 活动 没有 有 效 的 
升华 , 探索 活动 没有 必要 的 指导 , 合作 交流 及 
离 独立 的 思考 , 实践 活动 没有 问题 的 引导 . 

针对 “结果 并 不 重要 , 过 程 才 是 重要 的 ”的 
提 法 , 孔 凡 哲 就 “过 程 与 结果 可 以 兼 得 吗 7” 为 题 
作 了 发 言 . 他 在 肯定 当前 教改 成 就 的 同时 , 指 
出 目前 存在 的 五 个 误区 : 为 讨论 而 讨论 "、 为 
合作 而 合作 ”、“ 为 活动 而 活动 ”; 小 组 合作 学 习 
流 于 形式 ; 过 于 追求 教学 的 情境 化 ; 教师 在 课 
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堂上 不 敢 正面 陈述 ; 不 能 及 时 介入 学 生 的 学 习 
活动 . 这 些 不 利于 数学 “ 双 基 "的 形成 . 

萌 一 鸣 在 发 言 中 提出 了 ' 数 学 化 和 生活 化 
哪 一 个 更 重要 的 问题 ”. 

张 丹 用 大 量 的 课 例 说 明 “ 基 础 和 创造 相 结 
合 ” 的 必要 性 和 可 能 性 . 

张 思 明 指出 , 只 有 内 驱 力 的 训练 才 是 有 意 

在 讨论 中 , 大 家 肯定 近 几 年 来 在 “ 双 基 ”发 
展 、 基础 与 创新 相 结合 方面 的 成 就 . 应 该 进 
一 步 研究 的 是 , 如 何在 双 基 教学 中 挖掘 “创新 
因素 ”, 以 及 在 探究 性 学 习 中 怎样 注意 结合 “ 双 
基 ”. 把 握 好 “ 度 ” 是 最 重要 的 . 

三 、 探 索 “ 双 基 ” 的 理论 基础 

数学 双 基 教学 是 我 国 的 优良 传统 , 但 是 以 
前 一 直 停 留 在 经 验 层面 上 . 研讨 班 的 重要 目标 
是 力图 构建 “ 双 基 ”的 理论 框架 . 

康 武 介绍 了 “创造 教育 ”的 心理 学 研究 最 新 
成 果 . 同时 也 介绍 了 “基础 "和 “创新 ”关系 的 心 
理学 研究 . 他 报告 说 , 基础 和 创新 之 间 , 有 的 研 
究 说 二 者 是 正 相 关 , 有 的 说 是 负 相 关 , 有 的 其 
至 说 是 矛盾 相关 . 这 引起 了 大 家 的 关注 . 过 多 、 
过 死 的 基础 可 能 会 影响 创造 力 的 发 挥 . 

鲍 建 生 的 演讲 有 许多 自己 的 新 思考 . 他 借 
用 ACT-R 理论, 即 “ 学 习 与 认 知 的 简单 理论 " 解 
释 双 基 . 该 理论 的 一 个 基本 观点 是 : 复杂 认 知 
是 由 相对 简单 的 知识 单元 (knowledge units) 
所 组 成 的 , 而 这 些 知识 单元 则 是 通过 相对 简单 
的 原理 (Principles) 而 获得 的 . 人 类 的 认 知 活动 
是 通过 基本 元 素 和 原理 的 复杂 组 合 而 完成 的 . 
这 正如 计算 机 可 以 通过 简单 的 二 进 制 运算 完 
成 复杂 的 任务 一 样 . 鲍 建 生 认为 , 双 基 就 是 这 
样 的 基本 元 素 和 原理 . 中 国 数 学 “ 双 基 ”的 基本 
元 素 中 包含 定理 法 则 , 起 点 高 ; 知识 结构 容量 
大 ; 特别 是 有 典型 例题 , 将 知识 、 技能 ,方法 整 
合 起 来 , 综合 性 强 . 鲍 建 生还 提 到 ACT-R 理论 
中 “Big idea”( 大 观念 ) 的 作用 .中 国 “ 双 基 ” 需 
要 有 大 视野 的 数学 意识 加 以 提升 . 这 种 “大 观 
念 " 和 我 们 常 说 的 “数学 思想 方法 ”有 共同 之 处 ， 
都 是 要 跳出 “知识 和 技能 ”本 身 进行 考察 , 用 更 
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高 层次 的 数学 观念 进行 思考 . 可 惜 的 是 , 现今 
的 中 学 数学 方法 论著 作 , 往往 被 弱化 为 “ 解 是 
方法 ” ( 波 利 亚 的 解 题 方法 也 没有 大 观念 ) 我 
们 应 该 多 研究 “变化 中 的 不 变量 "、“ 线 性 关系 与 
非 线性 "、“ 等 价 关系 与 方程 "、“ 涪 明 与 证 明 " 等 
等 大 观念 的 认 知 与 运用 

喻 平 关于 命题 系 、 命题 域 的 研究 (CPFS) 
是 我 国 对 “ 双 基 "研究 的 一 个 收获 , 值得 进一步 
深入 . 

李 十 短 关 于 热能 生 巧 、' 熟 能 生 笨 ”、' 骂 
能 生 厌 " 的 研究 为 大 家 经 常 引 用 ， 鲍 建生 还 引 
用 学 习 指 数 率 说 明 , “至 少 要 有 40 次 的 重复 才 
能 熟练 

继 田中 制作 整 式 运算 的 量 表 , 并 在 江苏 进 
行 3000 样 本 的 调查 之 后 , 张晓霞 又 制定 了 小 学 
运算 能 力 的 量 表 , 在 四 川 进行 了 大 样本 的 调查 . 
通过 详细 的 统计 分 析 , 得 出 了 我 国 6 年 级 小 学 
生 运 算 能 力 的 一 系列 “量化 "的 结论 , 受到 一 致 
好 评 . 这 样 的 工作 , 本 应 该 由 国家 统一 计划 实 
行 , 可 惜 教育 研究 规划 很 少 注意 到 这 样 的 基础 
研究 . 

在 " 双 基 "理论 研究 上 , 张 英 窗 提出 了 以 下 
的 四 个 维度 : 速度 与 效率 (没有 速度 就 没有 效 
率 ); 记忆 与 理解 (在 记忆 的 基础 上 进行 理解 ); 
严谨 与 直观 (在 直观 确认 的 基础 上 保持 严谨 ); 
重复 与 变 式 (通过 变 式 的 重复 获得 技能 ) 

这 里 , 速度 .记忆 、 严谨 重复, 在 某 些 教育 
理论 中 已 经 消失 , 被 认为 是 落后 机械 的 东西 
事实 上 , 这 正 是 双 基 的 核心 . 我 们 的 任务 不 是 
丢掉 它们 , 而 是 通过 效率 . 理解. 直观、 变 式 等 
等 发 展 它们 , 在 他 新 教育 的 指导 下 得 到 升华 

四 、 寻 求 ' 双 基 与 "创新 "的 结合 

研讨 班 上 有 许多 演讲 涉及 如 何 发 展 双 基 的 
经 验 , 出 现 了 一 批 将 基础 与 创新 紧密 结合 的 成 
果 ， 其 中 包括 黄 荣 爹 等 的 “ 变 式 教学 "研究 , 克 
雷 和 戴 再 平 的 “数学 双 基 与 开放 题 研究 ”， 王 继 
延 关于 “中 考题 体现 创新 的 研究 , 马 岷 兴 等 关 
于 “数学 作文 "的 研究 , 黄 勇 关于 “计算 机 技术 ” 
进入 “ 双 基 "的 研究 . 
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研讨 班 上 还 提 到 了 “中 国 九 九 表 的 教学 ”、 
“知识 点 和 创新 点 的 研究 “程序 性 数学 和 思 
基数 学 "的 关系 基础 性 数学 的 学 习 是 否 能 
体现 个 性 ”、“ 为 什么 一 开始 小 学 生 都 认为 + 
3 = 了 ?等 等 问题, 希望 今后 进一步 深入 

研讨 班 有 意识 地 请 三 套 依 "新 课 标 "编写 的 
初中 教材 的 编者 进行 演讲 (人 民 教 育 出 版 社 北 
师 大 出 版 社 华东 师 大 出 版 社 ). 大 家 交换 了 看 
法 ， 各 本 教材 的 改革 理念 在 原则 上 是 相同 的 
但 是 具体 的 处 理 方法 和 重点 并 不 相同 

田 载 今 和 李 海 东 的 发 言 ,就 几何 教学 和 他 
名 证 明 为 体 进行 一 述 ， 他 们 认为 , 几何 教改 是 
重点 , 推理 证 明 是 焦点 , 创新 是 热点 . 数学 教学 
要 培养 创新 精神 , 舍 生 活化 、 应 用 .技巧 是 不 名 
的 , 主要 和 途径 是 通过 反映 数学 自身 发 展 的 创造 
性 , 于 数学 自身 的 力 , 使 学 生 知道 这 些 创造 的 
来 龙 去 脉 , 不断 启 发 学 生 的 创新 兴趣 , 观察 . 实 
验 等 活动 可 以 启发 人 们 发 现 新 事物 , 但 是 创新 
需要 在 此 基础 上 的 科学 地 思考 . 论证 , 这 就 需 
要 过 和 思 维 “看 一 看 "、“ 量 一 量 "、“ 做 一 做 "等 
活动 在 学 习 几 何 的 初级 阶段 (实验 几何 ) 可 以 发 
挥 重要 作用 . 数学 实验 会 在 启发 诱导 . 化 难为 
易 、 检 验 猜想 等 方面 进一步 大 显 身手 , 但 是 数 
学 实验 总 归 是 数学 学 习 的 辅助 手段 , 数学 毕竟 
不 是 实验 科学 , 不 认识 几何 学 的 逻辑 性 , 只 能 
认识 一 些 关于 图 形 的 零散 表象, 而 不 能 认识 几 
何 学 在 图 形 背后 将 涵 的 科学 思维 方法 的 实质 . 

围绕 这 一 发 言 , 大 家 对 几何 教学 进行 了 更 
深入 的 思考 . 实验 操作 发 现 几何 知识 , 算 不 算 
发 现 真理 ? 是 证 明 的 一 种 吗 ? 到 了 论证 几何 阶 
段 , 是 否 要 把 实验 几何 的 结论 , 统统 推 侧重 来 
我 们 可 不 可 以 相信 自己 的 眼睛 (直观 )? 因 此 ， 
说 理 , 证实, 证 明 的 意义 需要 进一步 明确 . 这 是 
一 个 大 课题 . 期 望 今后 列 为 专题 进行 研讨 

这 次 研讨 班 的 成 果 , 包括 今后 征集 的 有 关 
稿件 , 将 由 上 海 教育 出 版 社 出 版 ， 书 名 和 暂 定 为 
《中国 数学 双 基教 学 的 理论 与 实践) 

高 研 班 闭幕 式 上 , 大 家 对 负责 会 务工 作 的 
周 克 依 、 龙 开 奋 等 同志 表示 深切 的 感谢 
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日 记 原 本 是 语文 教学 中 常见 的 作业 方式 . 
数学 日 记 的 实践 则 给 学 生 提供 了 用 数学 的 语 
言 或 者 自己 的 语言 表达 数学 的 思想 、 方 法 和 
情感 的 机 会 , 还 可 以 将 数学 日 记 作为 评价 自己 
或 者 自我 反思 的 策略 , 记录 自己 在 数学 学 习 、 
探究 等 方面 的 足迹 , 形成 一 个 展示 自我 数学 成 
长 的 报告 . 长 期 以 来 , 我 坚持 请 学 生 写 数学 日 
记 , 大 概 涉 及 到 了 下 面 一 些 内 容 . 

1. 数 学 故事 : 4 月 19 日 《 哥 德 巴赫 猜想 》 

上 周 , 我 们 学 习 了 《质数 与 合 数 》, 老师 在 
课 上 提 到 了 哥 德 巴赫 猜想 , 提 到 了 数学 家 陈 景 
润 . 我 很 好 奇 , 于 是 查 了 一 些 资料 . 下 面 就 是 我 
搜集 到 的 关于 哥 德 巴赫 猜想 的 故事 . “德国 数 
学 家 哥 德 巴赫 在 给 大 数学 家 欧 拉 的 一 封 信 中 
提出 了 著名 的 哥 德 巴赫 猜想 , 内 容 是 : 每 一 个 
大 于 4 的 偶数 都 是 两 个 质数 的 和 . 如 :6 = 3 十 
3,8= 二 3 十 5, 10 = 3 十 7,…. 哥 德 巴赫 猜想 
一 经 提出 , 就 引起 了 众多 著名 数学 家 的 研究 兴 
趣 , 虽然 得 到 了 一 些 越 来 越 接近 最 后 结果 的 研 
究 成 果 , 但 在 世界 范围 内 仍然 没有 人 能 够 给 予 
严格 的 证 明 . 目前 最 好 的 结果 (1 十 2) 是 由 我 
国 数学 家 陈景润 在 1973 年 证 明 的 .我 由 此 想 
到 :我 们 在 课 内 、 课 外 也 经 常会 有 一 些 离 奇 的 
清 想 , 应 该 把 它们 记录 下 来 , 给 老师 看 一 下 , 说 
不 定 也 有 一 些 研究 的 价值 呢 ! 同时 , 我 也 为 我 
们 中 国有 像 陈 景 润 这 样 的 数学 家 而 感到 骄傲 
和 自豪 . 相信 我 们 中 国人 在 世界 的 每 一 个 研究 
领域 都 可 以 做 到 最 好 ! 

2. 数学 问题 : 3 月 11 日 《交换 律 的 猜想 》 
今天 , 我 们 学 习 了 《加 法 的 交换 律 》. 

我 忽然 有 个 想法 :减法 .乘法 和 除法 也 都 
有 自己 的 交换 律 吗 ” 我 决定 试 一 下 .加 法 的 
交换 律 是 : 两 个 数 相 加 , 交换 加 数 的 位 置 , 它们 




















的 和 不 变 ; 并 且 可 以 用 字母 式 子 a 十 b=b 十 a 
表示 . 我 猜想 如 果 减 法 、 乘 法 和 除法 也 都 有 上 自 
己 的 交换 律 , 那 也 许 应 该 说 成 是 “两 个 数 相 减 ， 
交换 被 减 数 和 减 数 的 位 置 , 它们 的 差 不 变 ; 并 
且 可 以 用 字母 式 子 a 一 b= 二 5 一 a 表示 .” “两 
个 数 相 乘 , 交换 因数 的 位 置 , 它们 的 积 不 变 ; 并 
且 可 以 用 字母 式 子 a xp = 二 5 x a 表示 .” “两 
个 数 相 除 , 交换 被 除数 和 除数 的 位 置 , 它们 的 
商 不 变 ; 并 且 可 以 用 字母 式 子 4 二 b= 二 0 二 
表示 .” 等 我 自己 写 出 来 , 我 就 立即 断定 : 减法 
和 除法 应 该 都 没有 相应 的 交换 律 ; 乘法 很 有 可 
能 有 相应 的 交换 律 , 值得 试 一 下 . 我 随便 写 出 
了 几 组 乘法 算式 , 按 我 的 猜想 进行 了 实验 : 3 x 
5=5x3,100x3=3x 100,50x2=2x 
50, 15 x 4 = 4 x 15. 我 断定 : 像 这 样 继续 写 
下 去 , 算式 依然 会 成 立 . 看 来 , 我 已 经 证 明了 乘 
法 交换 律 的 存在 . 明天 我 要 交 给 数学 老师 看 一 
下 , 他 会 不 会 表扬 我 呢 ? 我 想 应 该 会 ! 

高 兴 之 余 , 我 决定 继续 实验 .我 随意 写 下 
几 个 减法 算式 : 15 一 3 一 2 二 15 一 2 一 3, 20 一 
8 一 9=20 一 9 一 8 100 一 20 一 30=100 一 
30 一 20. 我 由 此 同样 断定 : 像 这 样 继续 写 下 去 ， 
算式 依然 会 成 立 . 天 哪 ! 这 算 不 算 证 明了 减法 
交换 律 的 存在 呢 ?7 而 且 按照 这 样 的 实验 , 除法 
也 会 有 类 似 的 交换 律 . 

这 是 数学 猜想 呢 , 还 是 胡思乱想 呢 ? 唉 ! 还 
是 明天 一 块 交 给 数学 老师 批阅 吧 ! 

3. 数 学 感悟 : 4 月 1 日 《神奇 的 绳子 》 

今天 , 数学 老师 给 我 们 介绍 了 我 国 著名 的 
数学 家 华罗庚 说 过 的 一 句 话 : “宇宙 之 大 , 粒子 
之 微 , 火箭 之 速 , 化 工 之 巧 , 地 球 之 变 , 生物 之 
谜 , 日 用 之 繁 , 无 处 不 用 数学 .” 并 且 以 一 根 绳 
子 为 例 对 周围 事物 和 现象 中 隐 含 的 数学 进行 
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了 解释 : 这 根 绳子 可 以 用 来 解决 什么 数学 问题 
呢 ? 可 以 帮助 测量 圆 形 物体 的 周 长 , 进而 还 帮 
助 计算 直径 或 者 半径 ; 可 以 围 成 我 们 研究 过 的 
任意 一 种 平面 图 形 (包括 线段 、 角 、 三 角形 、 平 
行 四 边 形 、 梯 形 、 圆 、 扇 形 、 轴 对 称 图 形 等 )， 
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准 , 只 因为 孩子 的 每 时 每 刻 、 每 丝 每 党 都 装 在 
每 一 位 母亲 的 心里 . 但 又 有 多 少 孩 子 在 安心 地 
享受 母亲 给 予 的 幸福 时 , 想 一 下 自己 母亲 的 需 
要 呢 ? 我 在 这 一 刻 好 象 忽然 长 大 了 , 我 也 知道 
在 今天 、 在 明天 我 应 该 做 些 什么 ! 是 这 次 数学 




















帮助 我 们 探究 周 长 与 面积 的 规律 ; 可 以 帮助 画 
出 直径 很 长 的 圆 ; 可 以 表示 出 阁 干 分 数 .………… 
或 许 , 还 能 用 来 解决 更 多 样 的 数学 问题 . 

我 在 之 前 还 真 没 有 想到 一 根 绳子 可 以 在 数 
学 上 有 那么 大 的 应 用 价值 . 我 决定 试 着 找 一 下 ， 
看 这 根 绳子 是 否 还 有 可 用 之 处 . 经 过 我 的 苦 思 
冥想 , 就 绳子 可 以 表示 出 若干 分 数 的 启发 还 真 
的 又 发 现 了 几 处 : 分 数 除 以 整数 时 可 以 用 作 学 
具 帮 助理 解 ; 可 以 将 绳子 平均 分 成 若干 份 , 然 
后 写 比 , 或 者 任意 分 成 两 份 , 写 出 长 度 的 比 再 
化 简 ; 用 不 同 的 长 度 单位 表示 绳子 的 长 , 再 改 
写成 小 数 , 可 以 证 明 小 数 的 性 质 . 

我 越 来 越 相信 数学 真 的 就 在 每 个 人 的 日 党 
生活 中 . 我 真 的 应 该 睁 大 眼睛 看 世界 了 ! 

4. 课堂 趣 录 : 5 月 11 日 《母亲 节 的 喜与 
忧 》 

下 面 是 我 昨天 的 日 记 :“5 月 9 日 是 母亲 节 ， 
我 在 几 天 前 就 在 准备 给 母亲 的 礼物 , 但 不 巧 的 
是 我 的 母亲 出 差 了 . 昨天 数学 老师 布置 的 作业 
是 调查 自己 母亲 的 最 言 爱 的 食品 、 颜 色 、 游 乐 
项 目 等 五 项 内 容 , 然后 以 小 组 为 单位 绘制 统计 
表 和 统计 图 . 我 决定 打 电 话 询问 母亲 , 可 父亲 
或 励 我 凭借 自己 对 母亲 的 了 解 先 猜想 自己 母 
亲 的 最 爱 , 然后 完成 作业 . 我 对 自己 母亲 的 了 
解 颇 为 自负 , 就 赁 猜想 先 做 完了 作业 . 可 是 , 我 
一 直 不 太 安 心 , 终于 我 还 是 拨 通 了 母亲 的 电话 . 
我 故意 隐瞒 了 这 是 作业 的 调查 内 容 , 很 随意 的 
询问 了 母亲 在 五 个 方面 的 最 爱 . 我 放下 电话 一 
一 对 照 , 对 照 的 结果 令 我 自己 感到 惊讶 和 刁 愧 ， 
我 对 自己 的 母亲 竞 然 是 如 此 地 不 熟悉 : 我 的 猜 
想 与 母亲 真正 的 最 爱 在 五 个 方面 竞 然 有 四 个 
是 不 同 的 . 在 那 一 瞬间 , 我 的 心底 忽 地 涌 起 一 
腑 愧 意 , 妈妈 是 这 样 的 疼 我 爱 我 , 我 却 竞 然 连 
妈妈 最 喜欢 的 食品 都 不 知道 . 如 果 是 让 妈妈 做 
同一 个 调查 , 我 敢 打 赌 :百分之百 的 妈妈 都 会 猜 

















调查 给 了 我 这 样 一 次 走 近 母亲 的 机 会 , 我 也 应 
该 感谢 数学 老师 .” 

老师 在 课堂 上 念 我 的 这 篇 日 记 , 刚 开始 的 
时 候 我 还 有 点 不 好 意思 . 我 就 低头 听 着 , 越 来 
越 感觉 到 老师 语气 的 变化 , 到 后 来 老师 竟然 吓 
咽 着 读 不 下 去 了 .后 来 , 老师 说 : 我 读 这 篇 日 
记 , 是 因为 它 让 我 想到 了 我 的 母亲 . 读 这 篇 日 
记 更 是 为 了 让 每 一 位 同学 都 从 小 事 做 起 , 多 关 
心 自己 的 母亲 :……… ”老师 还 让 其 他 同学 谈 了 
自己 的 想法 . 我 从 没 想到 数学 老师 也 能 在 读 文 
章 时 充满 情感 , 也 从 没 想 过 数学 老师 也 能 讲述 
班主 任 老 师 才能 讲述 的 话 . 同学 们 都 说 , 这 不 
是 数学 课 . 但 这 一 切 都 是 因为 一 份 数学 作业 而 
来 . 感谢 这 样 的 作业 , 也 谢谢 我 的 数学 老师 ! 

5. 数 学 人 物 : 4 月 30 日 《19 世纪 数 学 家 
最 后 的 识 峰 》 

我 对 高 斯 的 认识 源 于 一 个 著名 的 求 1 二 2 十 
3 十 4 十 5 十 … 十 100 =? 的 速算 故事 . 高 斯 出 生 
于 德国 的 一 个 贫苦 家 庭 , 从 小 就 对 一 切 现象 和 
事物 十 分 好 奇 , 而 且 决 心 弄 个 水 落石 出 . 19 岁 
那 年 , 他 已 做 出 了 许多 伟大 的 数学 成 就 . 1792 
年 , 高 斯 进入 卡 罗 琳 学 院 继续 学 习 , 由 此 开始 了 
真正 的 数学 研究 . 1795 年 , 进入 德国 著名 的 哥 
丁 根 大 学 , 使 得 他 得 以 按照 自己 的 理想 , 勤奋 地 
学 习 和 开始 进行 创造 性 的 数学 研究 .1799 年 ， 
年 仅 22 岁 的 高 斯 被 授予 博士 学 位 . 由 于 高 斯 
在 天 文学 、 数 学 方面 的 杰出 工作 , 他 的 名 声 从 
25 岁 起 就 已 开始 传 遍 欧 洲 ， 高 斯 的 学 术 地 位 ， 
历来 为 人 们 推崇 得 很 高 . 他 有 "数学 王子 ”、“ 数 
学 家 之 王 的 美称 , 被 认为 是 人 类 有 中 以 来 “最 
伟大 的 三 位 (或 四 位 ) 数 学 家 之 一 ”( 阿 基 米 德 、 
牛顿 、 高 斯 或 加 上 欧 拉 ). 高 斯 的 研究 领域 , 遍 
及 纯粹 数学 和 应 用 数学 的 各 个 领域 , 并 且 开 辟 
了 许多 新 的 数学 领域 , 从 最 抽象 的 代数 数论 到 
几何 学 , 都 留 下 了 他 的 足迹 . 如 果 我 们 把 18 世 
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纪 的 数学 家 想象 为 一 系列 的 高 山 峻 岭 , 那么 最 
后 一 个 令 人 肃然 起 敬 的 丹 峰 就 是 高 斯 ; 如 果 把 
19 世 纪 的 数学 家 想象 为 一 条 条 江河 , 那么 其 源 
头 就 是 高 斯 . 对 这 样 的 大 人 物 , 我 不 知 该 怎样 
表达 我 的 仰 莫 , 但 我 知道 中 国 也 有 著名 的 数学 
家 , 在 将 来 还 需要 有 更 多 的 世界 闻名 的 数学 家 . 

6. 数 学 游戏 : 5 月 8 日 《九宫 格 游戏 》 

老师 在 数学 课外 活动 中 给 我 们 介绍 了 中 国 
古代 著名 的 《九宫 格 》, 并 说 自古 代 以 来 一 直 是 
一 个 神秘 而 著名 的 游戏 . 于 是 , 我 设计 了 以 下 
几 种 玩法 : 

(1) 中 、 高 年 级 学 生 : 可 以 用 1~9 之 类 的 9 
个 相 邻 的 数 玩 填 数 游戏 , 使 横 、 竖 、 斜 每 一 行 的 
三 个 数 之 和 都 相等 ; 可 以 利用 九宫 格 图 组 织 
丢 沙包 游戏 , 每 人 投掷 两 次 , 用 格 中 的 两 个 数 
组 分 数 、 求 倒数 、 组 比 及 比例 或 者 判断 一 个 是 
否 是 另 一 个 的 约 数 (或 倍数 ); 可 以 利用 九宫 格 
图 数 其 中 的 正方 形 、 长 方形 个 数 等 . 

(2) 低 年 级 学 生 : 可 以 为 他 们 提供 完整 的 
九宫 格 图 , 请 他 们 探寻 其 中 的 填 数 规律 , 也 可 
以 组 织 玩 丢 沙包 游戏 , 每 人 投掷 两 次 , 求 两 个 
数 的 和 、 差 , 积 或 者 商 . 还 可 以 配 上 一 个 正方 体 
(每 一 个 面 上 都 标 上 数 ), 配合 玩 上 面 的 游戏 . 

九宫 格 作为 我 们 国家 著名 的 数学 文化 遗 
产 , 应 该 让 更 多 的 学 生 知道 她 、 喜欢 她 ， 游 戏 
可 能 是 一 种 很 好 的 认识 方式 . 

7. 与 数学 教师 的 话 : 9 月 15 日 《 暖 心 的 奖 
赏 》 

我 不 是 一 个 让 老师 喜欢 的 学 生 , 因为 我 自 
己 感觉 我 没有 多 少 学 好 数学 的 天 赋 . 虽然 , 老 
师 从 一 开学 就 宣布 本 学 期 开始 要 设立 “问题 发 
现 奖 "、“ 合 作 奖 ”"、“ 应 用 奖 ”"、“ 仿 创 奖 "、“ 资 料 
奖 "、“ 研 究 小 论文 奖 ” 等 十 几 个 奖励 种 类 , 但 我 
一 直 也 没 放 在 心 上 , 因为 我 觉得 获奖 是 离 我 很 
远 的 一 件 事 . 

令 我 感到 意外 的 事 发 生 了 : 老师 竟然 在 今 
天 课 上 奖励 我 了 , 其 原因 也 只 是 我 在 作业 中 用 
到 了 画图 的 方法 . 老师 表扬 我 用 了 独特 的 方法 ， 
为 我 颁发 了 “ 解 题 创意 奖 ". 颁奖 时 , 我 很 不 好 
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意思 . 因为 我 清楚 : 这 次 在 作业 中 用 画图 的 方 
法 是 我 偷懒 的 一 招 , 绝 没有 想 过 会 误 打 误 撞 地 
被 老师 表扬 到 ， 不 过 ,我 还 是 非常 感谢 老师 给 
了 我 这 个 奖 , 这 说 明 我 至 少 是 在 这 一 次 作业 中 
的 想法 还 是 有 一 些 独特 之 处 . 和 爸爸、 妈妈 也 很 
久 没 有 为 我 的 学 习 而 高 兴 过 了 , 晚饭 时 , 妈妈 
竞 然 为 我 做 了 我 最 襄 欢 的 菜 . 或 许 , 我 应 该 多 
得 几 次 奖 . 我 也 相信 : 通过 努力 , 我 可 以 得 到 其 
他 的 奖 . 这 次 的 奖励 应 该 是 我 新 的 起 点 , 谢谢 
老师 ! 

8. 数 学 实践 : 5 月 14 日 《绘图 工具 设计 》 

其 实 , 画 垂 线 、 平行 线 以 及 判断 一 条 直线 
是 不 是 已 知 直 线 的 垂 线 或 平行 线 并 不 是 很 困 
难 的 事 , 但 同学 们 都 感到 很 麻烦 , 需要 准备 的 
工具 比较 多 , 而 且 操 作 不 是 很 方便 . 因此 , 我 找 
到 几 个 好 朋友 想 共 同 设计 一 种 实用 的 工具 , 同 
学 们 都 说 我 的 这 个 想法 好 . 

我 们 首先 研究 了 垂 线 、 平行 线 的 特点 .一 
开始 , 认为 只 要 能 够 确保 有 直角 和 已 经 平行 的 
线段 即 可 , 设计 成 了 一 个 长 方形 工具 图 . 但 是 ， 
在 使 用 过 程 中 , 感到 还 不 是 很 方便 , 于 是 做 了 
改进 , 设计 出 了 改进 版 , 按 形状 我 们 称 为 工 字 
图 . 使 用 该 工具 , 画 垂 线 很 好 用 , 但 只 能 画 出 固 
定 距离 的 平行 线 , 作用 仍然 有 限 , 于 是 我 们 又 
做 了 改进 : 在 确保 直角 的 前 提 下 , 将 两 条 相 平 
行 的 边 设 计 成 可 以 移动 的 , 称 为 土 字 图 (上面 
一 横 可 以 移动 ). 这 样 就 好 用 多 了 , 而 且 可 以 很 
好 地 利用 它 来 判断 一 条 直线 是 不 是 已 知 直线 
的 垂 线 或 平行 线 . 我 和 小 伙伴 们 都 对 我 们 的 发 
明 感 到 满意 . 

通过 这 次 设计 , 我 认为 不 应 该 小 瞧 自 己 , 更 
应 该 和 小 伙伴 们 合作 . 我 们 完全 有 能 力 用 我 们 
自己 的 智 莫 改进 我 们 的 学 习 和 生活 . 

数学 日 记 已 经 成 为 “培养 学 生 的 创新 精神 
和 实践 能 力 ”、“ 培 养 学 生 收 集 处 理 信息 的 能 力 、 
获取 新 知识 的 能 力 、 分 析 和 解决 问题 的 能 力 、 团 
结 协作 和 社会 活动 能 力 ” 的 必要 途径 ; 已 经 成 为 
影响 学 生 形成 对 学 习 的 积极 的 情感 、 态 度 的 重 
要 因素 ; 更 已 经 成 为 更 多 学 生 以 更 适合 自己 的 
方式 展示 自我 .体验 成 功 的 载体 . 
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学 生 在 最 初 接触 分 类 讨论 问题 时 常 感到 非 
稼 迷茫 , 因为 这 需要 一 种 发 散 的 思维 , 与 此 前 
贯 用 的 一 条 线 思 维 方式 大 不 相同 , 也 正 是 因为 
发 散 , 所 以 才 没 有 方向 . 此 外 , 需要 运用 分 类 讨 
论 的 方法 去 解决 的 问题 往往 具有 一 定 的 综合 
性 , 这 就 使 得 学 生 感 到 这 个 方法 的 学 习 和 掌握 
更 加 困难 . 

本 文 设 计 了 一 个 分 类 讨论 攻关 三 步 曲 , 使 
教学 程式 化 , 为 突破 分 类 讨论 这 一 知识 难点 作 
一 些 尝试 性 的 探讨 . 

一 、 运 用 已 有 知识 分 析 分 类 讨论 的 原因 

教学 的 第 一 阶段 是 利用 一 组 简单 问题 , 引 
导 学 生 进 行 分 类 讨论 . 通过 启发 与 讨论 , 使 得 
学 生 明 白 , 每 一 问题 引发 分 类 讨论 的 原因 是 各 
不 相同 的 , 并 使 学 生 认 识 分 类 讨论 的 必要 性 . 教 
学 中 , 关于 原因 的 分 类 可 以 由 学 生 讨论 完成 , 教 
师 帮 助 总 结 , 使 学 生 对 于 自己 总 结 的 问题 类 型 
及 方法 产生 成 功 感 , 从 而 激发 他 们 学 习 的 积极 
性 . 





1. 由 概念 引起 的 分 类 讨论 , 主要 是 含有 绝 
对 值 的 分 类 讨论 , 例如 : 

@ 解 方程 |l0g22x?| 一 |logs 7z| 一 2=0; 

@ 解 不 等 式 27 二 21”?| > 2V2; 

@ 已 知 数列 {an} 的 一 般 项 aw = 100 一 
6n(n < N), 而 Sn = |ai|+|az| 十 … 十 |an|， 
求 5%. 

2. 运 用 数学 的 定理 、 性 质 、 法 则 、 公 式 处 
理 含 参 问 题 而 引起 的 分 类 讨论 , 常见 的 有 : 

(根据 参数 的 变化 , 确定 函数 的 性 质 . 例 
如 : 

QO 求 二 次 函数 jz) = 27? 一 2az 十 3 在 
[ 广 1 5 的 最 小 值 ; 


@ 求 函数 y = 4sin (2 十 6) 的 单调 区 
间 . 

(2) 根据 函数 的 性 质 , 确定 参数 的 变化 范 
围 . 例如 : 

@ 若 函 数 y = log (az2 二 z+a)(a> 
0,a 关 1) 的 定义 域 是 BR, 确定 a 的 取 值 范围 以 
及 函数 的 值 域 ; 

@ 设 当 z > 1 时 , 恒 有 f(x) = 2a2z 一 
5az 十 2 > 0, 求 a 的 取 值 范围 . 

(3) 一 元 二 次 方程 根 的 判别 . 例如 : 

设 实 系 数 方程 2z2 十 3azx 十 a2 一 a = 二 0 至 
少 有 一 根 的 模 等 于 1, 求 a 的 值 . 

(4) 参数 变化 导致 曲线 的 性 质 或 类 型 发 生 
改变 . 例如 : 

@@ 求 双 曲线 4(1 一 rz2 十 3(1 十 mm)y2 一 
1 的 焦点 坐标 ; 

@ 方程 x? 十 sina. ?= 二 1 所 确定 的 是 什 
么 曲线 ? 

3. 含 有 参数 的 计算 问题 所 引起 的 分 类 讨 


论 . 例如 : ，， 

计算 | 痉 + 区 ms 的 入 

@ 已 知 集合 4 = {zx|x? 一 (2a 十 1)x 十 (a 十 
2)(a—1) 20},B= {zx2—a(a+1)r+o < 
0}. 阁 4Mm B= 2 确定 0 的 取 值 范围 ; 

@ 已 知 4BCD 为 矩形 ， 各 顶点 坐标 为 
A(0,0), B(1,t), OC(1—2t,2+t). D(—2t,2), 
且 上 > 0, 求 矩 形 4BCD 在 第 一 象限 的 面积 
g(t). 

二 ,深入 理解 , 重视 训练 

在 第 二 阶段 的 教学 中 , 我 们 从 分 类 的 角度 、 
分 类 的 层次 及 知识 的 综合 运用 等 方面 帮助 学 生 
做 深入 细致 的 分 析 , 在 原 有 对 分 类 讨论 认识 的 
基础 上 , 分 层 递 进 , 逐步 深化 学 生 对 分 类 讨论 


2005 年 第 2 期 
技能 的 感受 . 通过 对 例题 的 分 析 , 合理 设 问 , 帮 
助 学 生 归纳 总 结 分 类 讨论 的 一 般 步 又 

例 1 已 知 函 数 J(x) = -4z? 十 44az 一 a 一 
a2 在 区 间 [-1,1 上 有 最 大 值 2, 求 a 的 值 . 

设 问 : 

设 问 1 这 里 参数 a 的 不 同 取 值 会 影响 二 次 
函数 的 什么 ? 

设 问 2 对 参数 a 的 讨论 应 以 什么 为 原则 ? 

解 : 参数 4 的 变化 导致 二 次 函数 的 对 称 轴 
z = 了 变化 , 因此 , 函数 的 最 大 值 将 随 参数 4 
的 变化 而 改变 . 可 见 , 必须 对 参数 a 进行 讨论 . 
讨论 当 5 分 别 落 在 三 个 不 同 区 间 (oo, 一 1)、 
[—1, 1]、 (1, 十 co) 时 ， 函数 的 最 大 值 与 a 的 关 
系 . a 

因为 f(z) = -4(z 一 了 3) 一 a 所 以 该 二 


次 函数 的 对 称 轴 为 > = 5. 分 类 讨论 如 下 : 
i i 
f(T) max = f( 1) = a2 5a 一 4 一 2 解 得 
4 二 一 2 ( 舍 去 ) 或 4a = 一 3; 
LF < [1,+1] 时 , a € [-2,2), 
m f(T)max f (5) 一 一 Q 二 2, 解 得 a 
亚当 了 € (1, +00) 时 , a € (2, +00), 


f(x) = —4 (z 2 a < 一 2, 无 解 . 

综 上 所 述 , 当 a = 一 2 或 a = 一 3 时 , 函数 
f(z) = -472 十 4ax 一 a 一 在 区 间 [ 一 1,1| 内 
有 最 大 值 2. 

例 2 求 函数 f(x) = az2 -27 十 1, ZE 
[一 1, 引 的 最 大 值 . 

设 问 : 

设 问 1 本 题 中 的 函数 一 定 是 二 次 函数 吗 ? 

设 问 2 参数 a 的 取 值 会 对 函数 造成 什么 影 
响 ? 

设 问 3 对 参数 a 的 讨论 应 以 什么 为 原则 ? 

设 问 4 讨论 应 分 哪 几 个 层次 进行 ? 

解 : 首先 , 参数 a 会 影响 函数 的 种 类 : 当 a = 
0 时 是 一 次 函数 ; 当 a 和 0 时 是 二 次 函数 . 其 次 ， 
参数 a 影响 函数 的 性 质 . 因此 , 在 对 a 进行 分 类 
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讨论 时 要 按 函 数 的 种 类 以 及 函数 的 性 质 逐 级 
分 类 . 

IL 当 a = 0 时 , 函数 为 1(7X) = 一 27Y 十 1, 是 
一 次 单调 递减 函数 , 所 以 f(x)max = f( 一 1) = 


六 
I. 当 a 关 0 时 , f(zx) = (2-5) 十 1 一 
二 其 对 称 轴 为 了 一, 进一步 分 类 讨论 如 下 : 


a 

(D) 当 a > 0 时 ,= > 0. 此 时 

如 果 1 > = > 0, 则 o > 1 (zjmux = 
f(3) = 9a 一 5 

如 果 二 > 1 则 0 < a < 1, f(x)max = 
f(—1)= a+3. 

(2) 当 a < 0 时 , = < 0. 此 时 

如 果 0 > -> -1 则 a < -1 f(z)wmox = 
EE! 

a a 

如 果 A 三山， 则 0 >>a> 3 f(T = 


f(—1)= a+3. 
综 上 所 述 





1 
1—— 四 1 
ed 
站 的) 南光 三 Q 十 3， QE (一 1 1)， 


9a — 5, a € |[1, 十 co). 

在 完成 上 述 两 个 问题 的 解答 后 , 及 时 归纳 
总 结 分 类 讨论 的 步骤 要 求 : 

1. 确 定 讨论 的 对 象 及 其 取 值 范围 ; 

2. 正 确 地 分 类 , 做 到 层次 分 明 , 不 重 、 不 
漏 , 不 互相 肉 套 ; 

3. 整 合 讨论 结果 , 做 好 最 后 陈述 . 

下 面 的 例 3 是 一 个 需要 采用 分 类 讨论 、 数 
形 结 合 等 综合 方法 解决 的 问题 . 

例 3 已 知 " 是 非 零 实 数 , 求 双 曲线 z2 一 

= 0 与 圆 (z 一 o) 十 内 = 对 的 公共 点 的 个 








012 
数 . 
设 问 : 
设 问 1 本 题 中 参数 a 的 取 值 会 对 两 条 曲线 
造成 什么 影响 ? 
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设 问 2 进一步 考虑 不 同 曲线 的 图 形 会 对 公 
共 点 个 数 有 什么 影响 ? 

设 问 3 对 参数 a 的 讨论 应 以 什么 为 原则 ? 

设 问 4 讨论 应 分 哪 几 个 层次 进行 ? 

解 : 参数 a 的 符号 不 仅 影响 双 曲 线 的 焦点 
位 置 , 还 影响 圆心 的 位 置 , 因此 可 以 从 讨论 4 的 
让 关 大 求 

I. 当 a > 0 时 , 双 曲 线 z2 - wy = a 的 焦点 
在 z 轴 上 , 顶点 为 (Va,0)、 (V6,0), 圆 在 y 轴 
的 右 侧 , 如 图 1 所 示 . 分 类 讨论 如 下 : 

(1) 当 Va = 24 即 a = 工时 , 双 曲 线 与 加 
只 有 一 个 公共 点 ; 

(2) 当 Va > 24 即 0 < a < 工时 , 双 昌 线 与 
圆 没 有 公共 点 ; 

(3) 当 VG < 24 即 a > 工时 , 双 曲 线 与 加 


有 两 个 公共 点 . 
- 
图 1 
I. 当 a < 0 时 , 双 曲 线 x?2 一 = a 的 焦点 


在 y 轴 上 ， 顶点 为 (0， 一 V 一 q)、 (0， V 一 0)， 圆 在 
y 轴 的 左 侧 , 如 图 2 所 示 . 列 方程 组 


22 一 内 一 w， 








(zt—a):+y = oa. 
消去 y 得 2z2 一 2ax 一 a = 0， 








2a rz 
图 2 
设 函 数 f (x) = 2z2 一 2ax 一 a, x € [2a,0]. 
a\2 Q2 
由 于 f(z) = 2(z 一 5) 一 与 一 a, 所 以 该 
二 次 函数 的 对 称 轴 为 = 了 且 24 < 了 < 0， 
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有 (5) = -全 一 % 分 类 讨论 如 下 ; 


上 当 - 气 一 a 0, 基 -2<a<0 时 , 方 
程 @ 无 解 ， 两 曲线 无 公共 态 ; 

和 = 人 0, 即 a = -2 时 , 方程 @ 
有 一 个 解 , 方程 组 @ 有 两 个 解 , 两 曲线 有 两 个 
公共 点 ; 

站 <0, 即 a < 一 2 时 ,方程 @ 
有 两 个 解 , 方程 组 @ 有 四 个 解 , 两 曲线 有 四 个 
公共 点 . 

综 上 所 述 , 当 a € (一 00, 一 2) 时 , 两 曲线 有 
四 个 公共 点 ; 当 a € {一 2}U (i+%) 时 , 两 
曲线 有 两 个 公共 点 ; 当 a = 工时 , 两 曲线 有 一 
个 公共 点 当 a e (2,0)U ( 0, 了) 时, 两 出 线 
没有 公共 点 . 

通过 本 阶段 的 教学 , 不 光 要 使 学 生 掌 握 分 
类 讨论 的 技能 , 还 要 培养 学 生 敢 于 面 对 困 难 的 
勇气 以 及 学 会 解决 困难 问题 的 方法 . 

三 、 反思 与 升华 

在 第 三 阶段 的 教学 中 , 还 要 使 学 生 认 识 到 ， 
并 不 是 所 有 上 述 问题 都 必须 用 分 类 讨论 的 方法 
来 求解 有 时 我 们 可 以 运用 适当 的 恒 等 变形 、 
换 元 、 消 去 参数 、 数 形 结 合 等 方法 来 简化 分 类 
讨论 的 过 程 , 甚至 避免 分 类 讨论 . 

1. 通 过 恒 等 变形 来 回避 分 类 讨论 

例 4 已 知 a、5、c 是 实数 , 函数 f(x) = 
az2 十 bz 十 cg(zZ) = ax+b, 当 一 1 区 x1 时 ， 
|f(z)| < 1, 证 明 : 当 一 1 < x < 1 时 , |g(z)| < 
2. 


解 一 : 可 以 按 a = 0 与 a 关 0 两 种 情况 进 
行 分 类 讨论 . 由 于 

f(1) = a+b+e, f(-1)= a—b+io, 
f(0) = 6， 

所 以 lat+b+c <1,la-b+c<1,lc < 
1, 推 得 

la+b| < 2 有 8|-at+db| <2, lo <2. (x) 

分 类 讨论 如 下 : 

L. 当 a = 0 时 , g(x) = 0, |g(x)| = lb| < 2. 
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I 当 a 关 0 时 , g(z) = az 十 5b 是 一 次 函数 . 
因此 当 一 1 < x < 1 时 , |9(z)| 的 最 大 值 应 当 为 
la 十 中 或 者 | 一 十 外 由 不 等 式 (*) 得 |g(7x)| < 
2. 

本 例 还 可 通过 恒 等 变形 来 回避 分 类 讨论 : 
解 二 : 通过 分 析 函 数 几 z) 和 9(z) 的 表达 
(2 = (2 














式 , 注意 到 XX = 家 ， 得 9(z) 
(z+1)2— (rz—1)? 2 二 1 Zz—1 
a 3 +b 5 5 
TX 二 1 zz—1 
| 
和 十 工 


由 于 -1 < x < 1 因此 0 < 一 <1 
2 2 < 0， 故 |/( 2 < 1, 且 


(Sm < (I) 





< 











2 一 工 

2 
2. 数 形 结合 可 以 简化 或 回避 分 类 讨论 
例 5 已 知 a > 0, 解 关 于 zz 的 不 等 式 x 一 
1 < Va2 — 2x2. 

解 :如 果 设 函数 yi = x 一 1, y2 = Va? 一 22， 
则 可 将 问题 转化 为 求 z 的 值 使 得 函数 yi = x 一 
1 的 图 形 在 曲线 ys = Va? 一 2 的 下 方 . 结合 
图 3 分 类 讨论 如 下 : 


2 





4 





hy 
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(上 接 第 2-36 页 ) 
当然 , 由 于 这 一 举措 只 能 影响 少量 学 生 , 即 
使 考虑 到 模拟 考试 会 扩大 影响 到 的 人 数 , 估计 
也 不 会 多 于 30%, 因此 , 前 面 提 到 的 对 学 生 和 
对 教学 的 良好 促进 作用 是 有 限度 的 . 同时 , 这 
样 的 举措 也 有 可 能 产生 预想 不 到 的 不 良 结果 ， 
例如 , 部 分 考生 没有 进行 恰当 的 自我 评价 , 盲 
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I 当 0<a<1 时 , 只 要 ax 过 a, 恒 有 
21 < 22; 


La > 1 时 , tra 
4 一 


2 2 


CQ 一作 
下 1+V2o 一 1 1— V2a2 —1 
人 XZ1 二 一 一, V2 二 CO 
2 2 
(会 )， 


所 求 z 满 足 -a 乏 z< UV 


2 
亚 . 当 wa 二 1 时 , 易 得 一 1x < 1， 
综 上 所 述 , 不 等 式 的 解 为 : 当 1 > a > 0 
时 , -a < 2Z < a; 当 a > 1H, ~a < 7 < 


1+V2a2—1 


3 消 条 数 来 回避 分 类 讨论 

例 6 设 0<7xz<1,a>0Ha 关 1, 试 比 
较 |loga(1 一 2)| 与 |loga(1 十 2) 的 大 小 . 

解 : 因为 0 < x <1, 所 0<1-zx< 


-一 -<11+z>1l 因 
和 十 2 因此 


1 
l 1— l 一 一 一 二 一 |. 
Og(1+z)(l1 一 Z) < logd+o) 下 下 本 
又 因为 |loga(1 一 2)| > 0, |logoL 十 2)| > 
0, 故 


jogsQ ~ 及) 
[gs (Lt wl” i 


因此 |logs(1 一 2)| > lloga(1 二 2) 

在 这 一 阶段 的 教学 中 , 我 们 采用 一 题 多 解 ， 
对 比 不 同 的 解法 分 析 它 们 之 间 的 优 少 , 使 学 生 
正确 认识 分 类 讨论 的 作用 与 功能 , 并 进一步 理 
解 不 是 所 有 可 以 用 分 类 讨论 解决 的 问题 只 能 
用 分 类 讨论 来 解决 . 应 该 辩证 地 使 用 各 种 方法 
来 正确 地 解 题 , 并 尺 量 使 解答 过 程 简略 、 明 了 . 
通过 对 比 , 引发 各 种 思想 的 碰撞 , 升华 经 验 , 对 
于 提高 学 生 的 学 习 能 力 起 到 画龙点睛 的 作用 . 


和 和 AAAINT~N 


目 去 做 附加 题 , 对 正常 答题 造成 了 干扰 . 对 此 ， 
可 以 通过 《考试 说 明 》 进 行 预先 通告 , 教师 可 
以 通过 适应 性 训练 让 学 生 及 早 适应 . 考虑 到 初 
三 复习 时 教师 会 在 模拟 考试 模拟 这 种 做 法 ， 
此 将 有 超过 20% 的 学 生 会 感受 这 样 的 举措 , 相 
信和 经 过 几 次 模拟 考试 , 绝 大 部 分 学 生 会 找 准 自 
己 的 定位 , 掌握 应 对 的 方法 . 
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一 筷 关 于 对 称 的 探究 课 实录 


223900 江苏 省 泗 洪 楚 天 外 国语 学 校 朱 永 厂 


在 教学 过 程 中 , 当 学 生 萌 发 不 同 于 教师 和 
课本 的 创新 想法 时 , 当 学 生 的 思路 和 见解 与 教 
学 设计 发 生 偏差 时 , 我 们 是 将 他 硬 拉 回 来 还 是 
顺水 推 育 去 开发 其 中 的 潜能 和 价值 呢 ? 

一 次 , 在 “点 到 直线 的 距离 ”的 新 授课 上 , 学 
生 1 向 我 提出 了 这 样 的 问题 “关于 点 到 直线 的 
距离 的 求法 , 课本 上 说 , 一 种 是 先 求 出 交点 , 再 
转化 为 两 点 间距 离 求解 , 较 繁 ; 另 一 种 是 利用 
等 面积 法 , 我 认为 也 比较 繁 . 我 有 一 个 新 的 想 
法 , 先 求 出 点 了 的 对 称 点 , 然后 , 再 求 出 其 距离 
的 一 半 即 可 . 但 是 , 我 不 会 求 对 称 点 , 你 能 告诉 
我 吗 ?7 

如 果 直 接 求 点 已 (zo,yo) 关 于 4z 十 By 十 
C =0 的 对 称 点 的 话 , 可 能 学 生 感 觉 难 度 太 大 ， 
并 且 学 生 提出 问题 的 能 力 很 难得 到 锻炼 , 何不 
让 学 生 自 己 从 特殊 到 一 般 去 观察 、 归 纳 、 猜 想 
和 证 明 呢 ? 

教师 :很 好 , 想法 独特 、 新 颖 , 那么 同学 们 
会 求 以 下 问题 吗 ? 

探究 1 求 点 P(xo,yo) 关 于 直线 x 一 y = 
0 对 称 点 PP". 

学 生 2: 由 反 通 数 的 性 质 和 图 象 易 知 
P' (yo, x0). 

教师 :正确 . 请 同学 们 充分 利用 发 散 思维 ， 
由 此 来 发 现 、 提 出 并 解决 问题 . 

此 时 全 班 同 学 处 于 紧张 思维 状态 . 

学 生 3: 老 师 ，P(zo,yo) 关 于 直线 Z 十 y = 
0 的 对 称 点 是 否 为 已 (一 yo,zZo)? 

老师 面 含 微笑 , 打手 势 示 意 同学 们 自己 检 
验 学 生 3 的 答案 是 否 正 确 . 

学 生生 对 称 点 不 应 为 已 (-yo,zo)， 应 为 
P'( 一 yo, 一 20), 我 是 利用 PP’' 中 点 在 直线 十 








y 三 0 上 和 了 PP’ 的 斜率 与 直线 x 十 y = 0 的 斜 
率 互 为 负 倒 数 两 个 条 件 求 出 来 的 . 

全 班 同学 点 头 表示 同意 , 老师 也 高 兴 地 在 
黑板 上 板书 : 

探究 2 点 P(xo,vyo) 关 于 直线 Xz 十 y= 二 0 
的 对 称 点 为 P'( 一 yo, 一 20). 

学 生 5: (一 位 同学 高 兴 地 站 起 来 ) 我 从 学 生 
2 和 学 生 4 的 结论 得 出 求 对 称 点 的 一 种 新 方法 : 
把 直线 方程 中 的 x 解 出 来 , 如 学 生 4 的 问题 由 
直线 Zz 十 y = 0 得 x = 一 y, 用 一 y 代 换 z, 同 理 
用 一 z+ 代 换 y 即 可 得 出 对 称 点 :………… . 

学 生 6: 老 师 , 如 果 我 推理 没有 错 的 话 , 点 
P(xzo,yo) 关 于 直线 ZX 十 y 十 C =0 对 称 的 点 为 
P’'(—vyo — OC,—Zxo — C). 

学 生 7: 根 据 学 生 5 的 方法 , 点 P(xo, yo) 关 
于 直线 x 一 y 十 C = 0 对 称 的 点 为 P'(yo 一 
CO, zo 十 CO), 老师 , 不 知 对 不 对 ? 

教师 :对 不 对 , 不 要 问 老 师 , 应 该 问 问 你 们 
自己 , 同学 们 该 怎么 办 ? 

全 班 立即 处 于 紧张 的 运算 状态 , 一 分 半 钟 
以 后 , 全 班 同学 齐 声 说 正确 , 于 是 老师 微笑 着 
在 黑板 上 板书 : 

探究 3 点 P(zo,yo) 关 于 直线 xX 十 y 十 C = 
0 的 对 称 点 为 P'( 一 yo 一 C, 一 Xx0 一 0). 

探究 4 点 P(zo,yo) 关 于 直线 xX 一 y 十 C = 
0 的 对 称 点 为 P'(yo 一 C, zo 十). 

老师 板书 还 未 结束 , 学 生 8 要 求 起 来 发 言 . 

学 生 8: 点 已 (zo,yo) 关 于 直线 4z 十 By 十 
C = 0 的 对 称 点 应 为 

_Byo+C _ Axo ) 

A B 


一 定 为 这 一 点 ?! 

教师 :数学 结论 要 有 理 有 据 , 不 经 过 严密 的 
逻辑 推理 ,验证 运算 和 证 明 , 我 们 不 能 下 结论 ， 
下 面 你 们 知道 怎么 做 了 吧 ?! 
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三 阶 行列 式 按 行 
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( 列 ) 展开 教学 案例 


200023 上 海 市 户 湾 高 级 中 学 阮 瑾 怡 


通读 高 中 二 年 级 第 一 学 期 数学 课本 (上海 
教育 出 版 社 ) 全 书 , 可 以 发 现 书 中 第 九 章 只 是 
简单 介绍 了 二 阶 、 三 阶 行列 式 的 概念 , 展开 法 
则 及 二 元 、 三 元 线性 方程 组 解 的 讨论 ， 在 其 后 
各 章 , 行列 式 只 是 作为 一 种 特殊 的 记号 出 现 , 全 
书 对 行列 式 的 性 质 并 未 作 深 入 的 讨论 与 研究 . 
从 书 中 内 容 的 安排 , 可 以 发 现在 内 容 上 是 “点 
到 为 止 ”) 为 什么 要 “点 ”, 又 为 什么 在 此 “ 止 " 住 ， 
我 的 理解 是 这 些 内 容 是 学 生 今后 学 习 所 必需 的 
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一 分 半 钟 以 后 , 一 学 生 试 着 举 起 了 手 . 

学 生 9: 学 生 8 的 结论 不 正确 , 不 满足 学 生 
5 所 说 的 规律 , 我 用 学 生 4 的 方法 解 ,得 到 的 
对 称 点 应 为: P20 一， 

2B(4zo + Byo + C) 
WA 

其 他 好 几 个 同学 也 表示 赞同 . 又 过 一 分 钟 
以 后 , 全 班 同 学 都 同意 学 生 9 的 结论 了 . 

学 生 10: 老 师 , 从 以 上 得 到 的 结论 看 , 只 
斜率 为 士 1 的 直线 , 才 满 足 学 生 5 所 说 的 规律 . 

教师 :同学 们 , 你 们 说 对 吗 ? 

全 班 学 生 齐 声 高 呼 : “对” 我 也 点 点 头 同 
意 他 们 的 看 法 .本 来 想 , 到 学 生 10 问题 为 止 ， 
就 回 到 “点 到 直线 的 距离 公式 "上, 可 没 想到 学 
生 一 想 就 不 可 收拾 了 , 又 提出 了 新 的 问题 . 

学 生 11: 老师 , 既然 点 关于 直线 对 称 有 以 
上 规律 , 而 曲线 又 是 点 的 集合 , 也 应 有 以 上 性 
质 , 不 知 对 吗 ? 

在 下 课 铃 和 同学 们 的 欢呼 声 中 , 我 再 一 次 
在 黑板 上 板书 出 了 新 的 结论 : 

结论 1 曲线 y = f(z) 关 于 直线 z 十 y = 
0 对 称 的 曲线 为 : z = 一 (一 

结论 2 曲线 y = f(z) 关于 直线 x 十 奸 














数学 基本 知识 , 将 学 生 引 进 这 个 门 , 如 果 学 生 
有 进一步 需要 , 他 会 自行 学 下 去 , 如 果 没 有 更 
多 的 兴趣 , 这 些 基 本 知识 也 已 够 用 了 . 这 样 的 
中 学 数学 课程 就 体现 了 基础 性 和 发 展 性 要 求 . 
随 着 现代 技术 的 发 展 , 行列 式 的 计算 可 由 计算 
机 代劳 . 

从 内 容 上 来 看 , 在 这 一 章 概念 性 的 知识 是 
比较 多 的 . 在 教学 时 很 容易 犯 下 “ 照 本 宣 科 ” 的 
弊病 , 单纯 地 让 学 生 记 住 那些 硬性 规定 的 法 则 ， 
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C = 0 对 称 的 曲线 为 : -2z 一 C = f(y 二 0)]. 

结论 3 曲线 y = f(z) 关 于 直线 Z 一 y 十 
C = 0 对 称 的 曲线 为 : x 十 C= f(y 一 CC). 

结论 4 曲线 y = f(z) 关 于 直线 Az + By 
+ 0 = 0 对 称 的 曲线 为 : x 
_ 加 2B(Az+ By+C) | 
A2+B? 

以 下 是 几 个 关键 点 的 评注 : 

从 学 生 1 提 出 的 问题 可 以 看 出 , 同学 们 的 
思维 具有 一 定 的 发 散 性 和 创造 性 , 同时 , 从 同学 
们 一 双双 眼神 中 , 能 够 看 出 他 们 是 多 么 想 知 道 
这 一 求法 , 如 果 此 时 老师 不 予以 解决 的 话 , 学 
生 将 是 非常 失望 , 注意 力也 会 很 难 转移 到 课本 
上 来 . 于 是 , 我 就 顺水 推 舟 , 使 这 节 课 的 中 心 转 
移 了 . 

学 生 5 尽 管 语言 表达 得 不 是 很 准确 , 但 他 
敏锐 的 观察 力 和 概括 力 , 足以 使 大 家 信服 , 同 
时 , 他 也 为 学 生 8 误 入 陷阱 埋 下 了 伏笔 . 在 学 
生 6 和 学 生 7 得 出 探究 3 和 探究 4 之 后 , 同学 们 
的 学 习 激情 处 于 异常 兴奋 的 状态 , 这 样 既 调动 
了 学 生 的 学 习 积极 性 , 又 培养 了 学 生 的 观察 、 
推理 和 运算 能 力 , 同时 也 教会 了 学 生 怎 样 提 出 
问题 和 解决 问题 . 








2=12 
会 使 得 学 生 对 数学 学 习 失 去 兴趣 . 我 的 做 法 是 
将 “ 记 住 法 则 ”的 教学 要 求 减弱 而 加 强 “ 理 解法 
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生 1: 如 果 我 在 (2) 式 中 提取 的 元 素 是 a2、 
b2、c2， 那么 元 素 a2、52、c2 的 代数 余子 式 的 符 





则 *。 下面 是 “三 阶 行 列 式 按 一 行 (或 一 列 ) 展 
开 的 一 节 课堂 实录 : 
师 : 上 节 课 我 们 讲 了 三 阶 行列 式 的 对 角 线 








U1 1 Cl 
展开 法 则 , 现在 请 同学 们 将 |a。 b。 co | 按 对 
a3 bs cs 
角 线 法 则 展开 . 
al b1 cl 
生 : jaz b cz| = albacs 十 Qa203c1 十 
a3 bs cs 
Q3b1c2 二 Q3b2cl 一 a2b1C3 一 Q103c2. (1) 


师 : 如 果 我 把 (1) 式 中 含有 元 素 a1、a2、a3 
的 项 分 别 合 并 , 然后 提取 出 元 素 a1、a2、a3 可 
得 到 











Ql b1 C1 
a2 b> c2|= a1(b2c3 一 03c2) —a2(b1c3 
Q3 03 C3 

一 03c1) 十 a3(b1c2 = b2c1) ls (2) 


请 同学 们 观察 一 下 (2) 式 中 括号 内 的 式 子 
有 什么 特点 , 能 否 用 二 阶 行列 式 来 表示 ? 

















b 
生 : bzc3 一 b3c2 二 | Se ) (3) 
03 C3 
b 
bics 一 b3c1 = ] Se | (4) 
bs C3 
b 
bic2 一 b2c1 = ] Et (5) 
b C2 
Ql b1 C1 pb 
C 
师 : 这 样 lla。 b。 cj| = “| 过 
03 C3 
Q3 bs C3 
b1 cl b1 cl 
a a 
2 03 C3 3 b> C2 














其 中 (3)、(4)、(5) 分 别 叫做 元 素 a1、a2、a3 
的 余子 式 , 添上 相应 的 符号 后 称 为 代数 余子 式 . 
于 是 三 阶 行列 式 就 可 表示 为 第 一 列 的 元 素 与 其 
对 应 的 代数 余子 式 乘积 的 和 . 

同样 , 三 阶 行列 式 也 可 按 第 一 行 的 元 素 展 
开 . 这 样 , 三 阶 行列 式 可 以 按 任 一 行 (或 一 列 ) 
展开 成 该 行 (或 该 列 ) 元 素 与 其 对 应 的 代数 余子 
式 的 乘积 之 和 . 

请 同学 们 回顾 一 下 上 述 内 容 , 设想 一 下 在 
实际 操作 时 可 能 遇 到 的 问题 . 





号 又 该 如 何 确定 呢 ? 

师 : 这 个 问题 提 的 非常 好 , 你 猜想 一 下 可 能 
的 结果 吧 . 

生 1: 因 为 前 面 按 第 一 行 或 第 一 列 展 开 时 ， 
都 是 中 间 一 个 元 素 的 代数 余子 式 的 符号 为 负 ， 
所 以 我 猜想 元 素 bs 的 代数 余子 式 的 符号 是 负 
的 . 

师 : 生 1 的 猜想 是 否 正确 , 请 同学 们 一 起 帮 
他 验证 一 下 , 并 在 验证 的 同时 总 结 一 下 如 何 确 
定 代数 余子 式 的 符号 . 请 同学 们 按 学 习 小 组 进 
行 讨论 (讨论 约 6 分 钟 ). 

师 :现在 请 各 小 组 先 汇 报 一 下 组 内 的 分 工 
情况 及 得 到 的 结论 . 

组 1: 我 们 组 讨论 时 生 乙 、 生 丙 、 生 丁 分 别 按 
第 三 行 、 第 二 列 、 第 三 列 的 元 素 进 行 上 述 操作 ， 
结果 发 现 生 1 的 猜想 是 不 对 的 , oz 的 代数 余子 
式 的 符号 是 正 的 , 至 于 如 何 确定 代数 余子 式 的 
符号 我 们 没有 讨论 出 结果 . 

师 :组 1 的 分 工 合作 进行 得 非常 好 , 对 于 2b。 
的 代数 余子 式 符号 的 判断 也 是 正确 的 . 下 面 我 
们 和 其 它 小 组 分 享 一 下 如 何 确定 代数 余子 式 
的 符号 问题 . 

组 2: 我 们 小 组 研究 后 发 现 , 把 三 阶 行列 式 


al b1 C1 

















中 边 上 的 八 个 元 素 连 起 来 可 以 


a2 b2 C2 








aa b3 c 
构成 一 个 正方 形 , 这 个 正方 形 的 四 个 顶点 及 对 
角 线 交点 上 的 五 个 元 素 的 代数 余子 式 的 符号 是 
正 的 , 其 它 元 素 的 代数 余子 式 的 符号 是 负 的 . 
组 3: 其 实 组 2 的 想法 和 我 们 是 一 样 的 ,不 
就 是 元 素 al、cl、b2、as、cs 的 代数 余子 式 的 符 
号 是 正 的 , 元 素 中 、a2、c2、b3 的 代数 余子 式 的 
符号 是 负 . 
组 4: 我 们 是 这 样 想 的 , 比如 求 cz 的 代数 余 
子 式 , 那 就 要 划 去 cz 所 在 的 行 与 列 
al b1 中 


)? 








Q3 03 OC 


这 样 剩 下 的 四 个 元 素 如 果 是 正方 形 的 四 个 顶 
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点 , 那么 该 元 素 的 代数 余子 式 的 符号 就 是 正 的 ， 
如 果 是 长 方形 的 四 个 顶点 , 那么 该 元 素 的 代数 
余子 式 的 符号 就 是 负 的 . 

组 5: 我 们 的 结论 是 和 元 素 所 在 的 行 数 与 列 
数 有 关 , 比如 , bs 是 第 三 行 与 第 二 列 的 元 素 , 3 十 
2 = 5 是 一 个 奇数 , 那 它 的 代数 余子 式 符号 就 
是 负 的 , 如 果 行 数 和 列 数 的 和 为 偶数 , 那 它 的 
代数 余子 式 符号 就 是 正 的 . 

师 : 太 棒 了 . 大 家 有 这 么 多 不 同 的 做 法 , 总 
结 得 非常 好 . 通过 刚才 的 分 享 , 我 们 可 以 发 现 
大 家 考虑 问题 的 角度 不 同 , 判断 的 方法 就 不 一 
样 , 有 的 同学 是 从 形 上 着 手 ,， 有 的 同学 从 数 上 

我 们 的 讨论 先 暂 时 告 一 段落 . 请 大 家 思考 
一 下 这 个 问题 :为 什么 我 们 在 学 了 按 对 角 线 法 
则 展开 三 阶 行列 式 后 , 还 要 学 习 按 一 行 ( 或 
列 ) 展开 三 阶 行列 式 呢 ? 

(学 生 沉默 )， 

师 : 按 一 行 ( 或 一 列 ) 展开 后 , 原来 的 三 阶 行 
列 式 现在 是 用 什么 表示 的 ? 

生 :二 阶 行列 式 . 

师 : 好 ! 那 也 就 是 说 一 个 三 阶 行列 式 按 这 种 
方式 展开 总 是 可 以 转化 为 二 阶 行列 式 再 展开 . 
如 果 是 一 个 四 阶 行列 式 , 我 们 有 没有 相应 的 对 
角 线 法 则 ? 

全 体 学 生 :没有 . 

师 : 那 我 们 猜想 展开 方法 . 

部 分 学 生 : 可 以 先 按 一 行 或 一 列 展开 成 三 
阶 行列 式 , 再 展开 成 二 阶 行列 式 , 最 后 完全 展 
弄 . 

师 :如 果 行 列 式 的 行 和 列 再 多 下 去 , 可 以 是 

全 体 学 生 : 妈 阶 行列 式 ! 

师 : 有 办 法 展开 吗 ? 

全 体 学 生 :有 ! 

师 : 太 好 了 ! 这 样 我 们 就 可 以 把 一 个 复杂 
的 元 阶 行列 式 逐 步 变 成 二 阶 行列 式 , 并 最 终 得 
到 相应 的 展开 式 . 也 就 是 把 一 个 复杂 问题 逐步 
转变 为 一 个 简单 的 、 我 们 所 熟悉 的 问题 了 . 

当然 了 , 现在 也 不 需要 我 们 用 手 去 计算 nn 
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阶 行列 式 的 展开 式 , 有 计算 机 可 以 为 我 们 效劳 ， 
但 是 这 种 转化 的 思想 却 是 解决 复杂 问题 的 基 
础 . 

好 , 现在 让 我 们 再 回 到 前 面 讨 论 的 问题 上 
去 . 前 面 我 们 通过 实际 操作 得 到 了 每 个 元 素 对 
应 的 代数 余子 式 的 符号 . 现在 大 家 对 于 三 阶 行 
列 式 各 个 元 素 的 代数 余子 式 的 符号 已 经 熟悉 
了 . 但 是 我 们 是 否 可 以 总 结 出 一 个 对 妈 阶 行列 
式 也 适用 , 操作 起 来 也 比较 简单 的 更 一 般 的 结 
论 呢 ? 

大 家 可 以 以 组 5 结论 为 参考 来 猜想 一 下 可 
能 的 结论 . 

生 :如 果 一 个 元 素 所 在 的 行 数 与 所 在 的 列 
数 之 和 为 奇数 , 那么 该 元 素 的 代数 余子 式 的 符 
号 为 负 的 . 如 果 一 个 元 素 所 在 的 行 数 与 所 在 的 
列 数 之 和 为 偶数 , 那么 该 元 素 的 代数 余子 式 的 
符号 为 正 的 . 

师 :非常 好 . 能 不 能 用 数学 式 子 来 表达 呢 ? 

(学 生 沉默 ). 

师 :大 家 可 以 回忆 一 下 上 学 期 我 们 学 的 数 
列 的 通 项 公式 的 写法 . 比如 写 出 1, 一 1, 1, 一 1 
… 的 一 个 通 项 公式 ,可 以 怎么 写 ? 

生 :(-1)"tl,neN. 

师 :在 这 里 如 果 我 们 设 元 素 aij 是 第 i 行 、 
第 j 列 的 元 素 , 则 它 的 代数 余子 式 的 符号 是 什 


人 么 ? 





生 : (一 1)iti. 

师 : 太 棒 了 ， 这 节 课 大 家 表现 得 都 非常 出 
色 , 下 面 请 同学 们 自己 看 例 2 并 完成 练习 ( 略 ). 

课 后 分 析 : 这 节 课 学 生 始 终 保持 着 良好 学 
习 状 态 , 思维 也 相当 活跃 , 小 组 讨论 时 学 生 都 
能 积极 参与 ， 因 为 小 组 讨论 的 可 操作 性 很 强 ， 
每 个 学 生 都 有 明确 的 任务 , 这 样 的 小 组 讨论 是 

课堂 上 仅 花 了 6 分 钟 的 时 间 就 得 到 了 四 种 
不 同 的 方法 , 可 以 看 到 学 生 在 讨论 时 碰撞 出 的 
思维 的 火花 是 滩 眼 的 . 同时 学 生 也 体会 到 了 数 
学 思想 方法 的 重要 性 . 

对 于 问题 的 引申 , 可 以 引起 学 生 对 进一步 
学 习 行 列 式 的 兴趣 . 
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对 分 析 应 用 题 列 方程 规律 的 探索 


443002 湖北 省 宜昌 市 第 九 中 学 戴 思 清 


1990 年 , 为 解决 高 等 师范 院 校 学 生 无 教材 
问题 , 原 国 家 教委 师范 司 委托 华东 师范 大 学 出 
版 社 出 版 了 权威 的 高 等 师范 院 校 教材 一 《中 
学 数学 教材 教 法 》, 在 绪 言 中 , 编者 指出 :这 是 
一 门 实践 性 强 , 处 于 发 展 中 的 应 用 理论 学 科 , 它 
的 许多 重大 问题 蝇 待 人 们 去 研究 , 完成 填补 空 
白 工 作 . 对 于 如 何 分 析 应 用 题 列 方程 , 该 教材 
认为 这 是 一 个 重要 课题 . 由 于 初中 数学 内 容 大 
多 属 技能 性 的 , 因此 , 对 这 样 一 个 典型 的 能 
要 求 很 高 的 问题 , 教师 难 教 、 学 生 难 学 本 来 就 
较 突出 , 而 权威 的 师范 院 校 教材 将 其 认定 为 重 
要 课题 , 无 疑 意味 着 人 们 对 其 规律 还 有 再 认识 
的 必要 . 为 弄 清 这 些 问 题 , 从 1986 年 至 今 , 笔者 
进行 了 长 期 探索 , 现 将 有 关 看 法 作 如 下 阐述 . 

一 、 解 题 举例 

例 1 甲乙 两 站 间 的 路 程 为 450 千 米 , 一 
列 慢车 从 甲 站 开 出 , 每 小 时 行驶 65 千 米 , 另 一 
列 快车 从 乙 站 开 出 , 每 小 时 行驶 85 千 米 , 快车 
先 开 30 分 , 两 车 相向 而 行 , 慢车 行驶 了 多 少 小 
时 两 车 相遇 ” | 摘自 人 教 版 教材 初中 代数 第 一 
册 ( 上 )P.216 例 引 

分 析 : 这 是 一 个 行程 问题 , 涉及 到 两 个 运 
动 对 象 : 慢车 与 快车 , 对 于 慢车 (或 快车 ) 从 出 
发 到 相遇 所 涉及 的 行程 、 速 度 、 时 间 三 个 量 之 
间 满 足 相 等 关系 : 

慢车 行程 = 65x 慢车 行驶 时 间 . 

将 快车 从 最 初出 发 到 最 后 相遇 看 作 一 个 完 
整 的 全 过 程 , 则 与 上 类 似 可 得 : 

快车 全 部 行程 = 85x 快车 全 部 行驶 时 间 . 

根据 题 意 对 慢车 行程 ,快车 全 部 行程 的 关 
系 进行 分 析 , 易 得 : 

慢车 行程 十 快车 全 部 行程 = 450. 

根据 题 意 对 慢车 行驶 时 间 、 快 车 全 部 行驶 








时 间 的 关系 进行 分 析 , 易 得 : 
慢车 行驶 时 间 十 0.5 = 快车 全 部 行驶 时 间 . 
上 述 四 个 相等 关系 中 共 含 有 四 个 未 知 数 ， 
即 有 “相等 关系 个 数 等 于 未 知 数 个 数 ” 的 特征 ， 
利用 数学 关系 映射 反 演 方法 可 知 ,以 上 相等 关 
fi(z,y) = 0， 
f2(s,t) = 0, 
fs(7x, s) = 0, 
faly,t) = 0. 
而 后 者 在 “互相 独立 的 一 次 方程 个 数 等 于 
未 知 数 个 数 ” 情 况 下 就 有 确定 的 解 义 已 被 证 实 ， 
因此 , 可 将 是 否 具备 “相等 关系 个 数 等 于 未 知 
数 个 数 "的 特征 作为 衡量 相等 关系 找 全 与 否 的 
判别 标准 . 在 找 全 了 相等 关系 后 , 可 利用 这 些 
相等 关系 列 方程 . 
为 便于 看 出 四 个 相等 关系 间 的 联系 , 可 将 
上 述 相 等 关系 用 如 下 形式 表示 : 


系 等 价 于 : 











© 
快车 全 部 行程 = 450 一 慢车 行程 
@ | | ® 
85 65 
x 全 x 


快车 全 部 行驶 时 间 = 0.5 十 慢车 行驶 时 间 
解 : 设 慢车 行驶 了 2z 小 时 两 车 相遇 , 则 因为 


85(z 十 0.5) 657 
~ OD > 
快车 全 部 行程 = 450 一 慢车 行程 

@ | | @® 
85 65 
x Xx 








快车 全 部 行驶 时 间 = 0.5 十 慢车 行驶 时 间 
4 ® ~、 
TX 十 0.5 Gh 
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所 以 由 @ 得 85(z 十 0.5) = 450 一 65zx. 

上 述 列 法 中 , 相等 关系 @ 作 了 列 方程 的 依 
据 , 其 余 三 个 相等 关系 作 了 列 代数 式 的 依据 . 

列 二 元 一 次 方程 组 时 , 方法 与 列 一 元 一 次 
方程 类 似 . 

解 : 设 慢车 行驶 了 2Z 小时、 快车 行驶 了 Y 小 
时 两 车 相遇 , 则 因为 

快车 全 部 行程 = 450 一 慢车 行程 


857/ 657 
SS 由 1 
快车 全 部 行程 = 450 一 慢车 行程 

@ | | @ 
85 65 
x x 








快车 全 部 行驶 时 间 = 0.5 十 慢车 行驶 时 间 
了 ® SS 
4/ 好 
所 以 由 生得 
857 = 450 — 657， 
4 一 0.5 十 20. 
此 列 法 中 , 相等 关系 中 和 @ 作 了 列 方 程 
的 依据 , 其 余 相 等 关系 作 了 列 代数 式 的 依据 . 
需要 说 明 的 是 , 解 例 1 所 需要 的 相等 关系 ， 
还 可 以 有 别 的 形式 , 如 
快车 后 来 行程 = 450 一 0.5 x 85 一 慢车 行程 
| | 





85 65 
x x 
快车 后 来 行驶 时 间 。 一 = ” 慢车 行驶 时 间 





例 2 把 一 堆 苹果 分 给 几 个 孩子 如 果 每 
人 分 3 个 , 则 余 8 个 ; 如 果 前 面 每 人 分 5 个 , 则 最 
后 一 人 得 到 的 苹果 数 不 足 3 个 , 求 小 孩 的 人 数 
和 苹果 的 个 数 .， 上 摘自 人 教 版 教材 初中 代数 第 











一 册 ( 下 )P.80B 组 第 3 题 ] 
解 本 题 所 需 的 相等 关系 与 不 等 关系 是 
芝 果 总 数 = 3x 孩子 总 数 十 8 ……… @ 
最 后 一 人 得 到 的 苹果 数 二 苹果 总 数 一 5x 
Eo EE 加 


0 最 后 一 人 得 到 的 苹果 数 < 3……… ® 
解 : 设 共 有 Zz 个 孩子 , 则 由 @ 得 
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苹果 总 数 是 3z 十 8, 再 由 @ 得 
最 后 一 人 得 到 的 苹果 数 是 

(3z 十 8) 一 5(Z 一 了 1)， 

“ 由 @ 得 不 等 式 

0 入 (3z+8) 一 5(z 一 1)<3， 

六 5<2 乏 0.5， 

"=O; 

37 十 8 = 26. 

二 、 解 题 方 法 的 归纳 

通过 例 1 的 解答 可 归纳 出 分 析 应 用 题 列 m 
元 方程 组 的 方法 . 

() 午 清 题 意 , 找 出 解 题 所 需要 的 全 部 相等 
关系 , 找 全 的 标准 是 :相等 关系 个 数 等 于 未 知 数 
个 数 ; 

(2) 恰当 确定 n% 个 相等 关系 作 列 方程 的 依 
据 , 其 余 相 等 关系 作 列 代数 式 的 依据 ; 

(3) 用 % 个 字母 分 别 表 示 n 个 未 知 数 ; 

(4) 依 据 相等 关系 列 出 代数 式 ; 

(5) 依据 相等 关系 列 出 方程 , 并 组 成 方程 


7 





组 . 
通过 例 2 的 解答 可 归纳 出 分 析 应 用 题 列 不 
等 式 的 一 般 方法 : 

(1) 和 弄 清 题 意 , 找 出 解 题 所 需 的 全 部 相等 关 
系 与 不 等 关系 ; 

(2) 用 字母 表示 未 知 数 ; 

(3) 依 据 相等 关系 列 出 代数 式 

(4) 依据 不 等 关系 列 出 不 等 式 

三 、 对 有 关 规 律 的 认识 

(一 ) 对 相等 关系 的 认识 

1. 相 等 关系 的 分 类 

解 应 用 题 涉及 到 的 相等 关系 可 分 为 特殊 类 
与 普遍 类 . 在 例 1 里 , 相等 关系 @ 和 @@ 是 例 1 
所 特有 的 , 属于 特殊 类 ; 相等 关系 @@ 和 @ 是 
公式 “路 程 = 速度 x 时 间 ” 在 快 、 慢 车 行驶 过 
程 中 的 具体 应 用 , 属于 普遍 类 . 

2. 相 等 关系 的 作用 与 用 法 

分 析出 的 相等 关系 在 解 题 时 或 用 于 作 列 代 
数 式 的 依据 , 或 用 于 作 列 方程 的 依据 ; 许多 情 
况 下 , 每 一 个 相等 关系 既 可 作 列 代数 式 的 依据 ， 
也 可 作 列 方程 的 依据 ; 在 一 种 确定 的 列 方程 方 
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法 中 , 每 一 个 相等 关系 只 能 在 作 列 代数 式 的 依 
据 或 作 列 方程 的 依据 中 被 使 用 一 次 , 也 必须 被 
使 用 一 次 . 

3. 相 等 关系 与 数量 关系 的 关系 

数量 关系 不 依赖 于 相等 关系 而 独立 存在 ， 
但 相等 关系 中 却 总 包含 有 数量 关系 , 相等 关系 
的 左边 和 右边 都 是 数量 关系 ,如 " 乙 数 比 甲 数 
大 兄 就 是 一 个 相等 关系 " 乙 数 = 甲 数 二 5， 它 
右边 的 “ 甲 数 十 5 就 是 数量 关系 . 

4. 相 等 关系 找 全 的 判别 标准 

例 1 的 相等 关系 , 在 形式 上 并 不 惟一 , 但 这 
不 妨碍 它们 都 具有 “相等 关系 个 数 等 于 未 知 数 
个 数 "的 特征 . 例 1 的 相等 关系 , 在 数量 上 也 会 
因 分 析 时 是 否 作 了 综合 而 有 所 区 别 , 当 没 有 综 
合 时 , 其 相等 关系 可 以 是 前 面 得 出 的 四 个 ; 如 
果 将 有 些 相等 关系 的 含意 综合 到 了 另外 的 相等 
关系 中 , 如 将 @ 与 @ 的 含意 综合 到 @ 与 加 
中 (综合 的 方法 与 解 方程 组 时 的 代入 消 元 法 、 
加 减 消 元 法 相同 ), 则 得 : 

85x 快车 全 部 行驶 时 间 = 450 一 65x 慢车 
行驶 时 间 ， 

快车 全 部 行驶 时 间 = 0.5 二 慢车 行驶 时 间 . 

此 时 , 这 两 个 相等 关系 同样 具有 “相等 关系 
个 数 等 于 未 知 数 个 数 ” 的 特征 . 所 以 , 无 论 得 出 
的 相等 关系 在 形式 上 、 数 量 上 有 什么 区 别 , 只 
要 找 全 了 相等 关系 , 就 一 定 会 具有 “相等 关系 
个 数 等 于 未 知 数 个 数 "的 特征 . 

(二 ) 对 列 代 数 式 的 认识 

1. 列 代数 式 的 分 类 

列 代数 式 可 分 为 两 类 , 一 类 是 依据 数量 关 
系列 出 的 , 如 人 教 版 教材 第 一 册 ( 上 ) 学 生 阅 读 
部 分 P.10 例 2, 设 甲 数 为 a, 乙 数 为 b, 那么 列 出 
表示 “甲乙 两 数 的 和 的 2 倍 " 的 代数 式 , 只 需 弄 
清 数量 关系 就 可 得 出 是 2(a + b); 另 一 类 是 依 
据 相等 关系 列 出 的 ,， 如 本 文 例 1 中 许多 代数 式 
的 列 出 . 

2. 列 代数 式 的 运算 性 

列 代数 式 的 推导 过 程 , 实质 上 可 看 作 解 方 
程 或 解 方程 组 的 运算 过 程 . 现 通过 例 1 从 特征 、 
功效 两 方面 加 以 说 明 . 在 解 例 1 时 , 设 了 慢车 行 
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驶 x 小 时 两 车 相遇 后 , 相等 关系 @ 变 成 了 “ 快 
车 全 部 行驶 时 间 = 0.5 十 zx” 此 时 , xz、0.5 都 
被 看 作 已 知 数 , 只 有 “快车 全 部 行驶 时 间 ” 被 视 
为 未 知 数 . 所 以 , 利用 此 式 求 出 “快车 全 部 行驶 
时 间 ” 的 表达 式 , 完全 可 看 作 解 一 元 方程 , 因而 ， 
从 具体 工作 的 特征 看 , 列 代数 式 的 过 程 相当 于 
解 方 程 . 另外 , 通过 对 列 多 元 方程 组 解 题 和 列 
一 元 方程 解 题 的 比较 , 也 能 从 功效 上 理解 列 代 
数 式 等 同 于 解 方程 或 解 方程 组 .如 对 例 1, 用 
列 四 元 一 次 方程 组 的 方法 解答 时 , 可 不 列 代 数 
式 而 直接 列 出 四 个 方程 , 然后 逐步 消去 三 个 元 
得 一 个 一 元 一 次 方程 , 此 时 消去 三 个 元 的 工作 
属于 解 方程 组 的 运算 工作 ,是 介 于 设 未 知 数 , 得 
一 个 一 元 一 次 方程 之 间 的 工作 , 因而 在 功效 上 ， 
它 相 当 于 列 一 元 一 次 方程 中 的 列 代 数 式 . 

3. 列 代数 式 与 列 方程 的 等 价 性 

与 列 代 数 式 的 运算 性 中 所 述 情况 相同 , 对 
例 1, 用 列 四 元 一 次 方程 组 法 解答 时 , 只 需 设 四 
个 未 知 数 , 列 四 个 方程 , 然后 通过 计算 , 就 可 得 
出 结果 , 用 列 一 元 一 次 方程 方法 解答 时 ， 除 需 
设 一 个 未 知 数 , 列 一 个 方程 外 , 还 需 列 三 个 代数 
式 , 然后 才 可 求 出 结果 . 将 两 种 方法 进行 比较 ， 
容易 看 出 , 列 一 元 一 次 方程 中 的 列 三 个 代数 式 
相当 于 列 四 元 一 次 方程 组 中 多 列 的 三 个 方程 . 
所 以 , 列 代 数 式 与 列 方程 具有 等 价 性 . 

4. 列 代数 式 的 复杂 性 

解 本 文 例 1 时 ,代数 式 z 十 0.5 的 列 出 只 
利用 了 一 个 相等 关系 , 因而 显得 容易 ; 代数 式 
85(z 十 0.5) 的 列 出 则 要 复杂 些 , 先 利用 相等 关 
系 @ 列 出 代数 式 z 十 0.5, 再 在 此 基础 上 利用 
相等 关系 @ 才 可 列 出 . 实际 中 , 类 似 后 者 的 代 
数 式 不 仅 大 量 存在 , 而 且 远 比 列 85(z 十 0.5) 这 
样 的 代数 式 复杂 , 对 此 , 只 有 给 予 足够 的 认识 
和 重视 , 才 会 自觉 地 着 手 弄 清 列 代数 式 的 依据 
和 推导 实质 , 使 列 代数 式 的 教学 依据 更 明确 、 
推理 更 准确 , 方式 上 注意 具体 直观 , 避免 实际 
教学 中 列 代 数 式 的 依据 不 明 、 推 理 不 清 、 过 程 
过 于 抽象 等 不 当做 法 . 

(三 ) 对 实质 与 形式 的 认识 

通过 列 一 元 方程 和 二 元 方程 组 解 例 1， 可 
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以 看 出 :相等 关系 是 应 用 题 本 身 决定 的 ! 是 事 
物 的 实质 , 它 与 解 题 者 所 选用 的 方法 无 关 , 根 
据 这 一 实质 所 列 出 的 方程 或 方程 组 , 其 实 都 是 
数学 的 方式 表现 这 一 实质 , 即 方程 或 方程 

组 只 是 事物 的 形式 ! 无 论 是 用 列 方程 、 方 程 组 ， 
还 是 用 列 算术 式 的 方法 , 其 至 是 用 文盲 的 方法 
求 例 1 的 答案 , 说 到 底 , 都 是 在 用 不 同 的 方式 
对 应 用 题 的 相等 关系 加 以 应 用 . 反 过 来 , 没有 
相等 关系 或 相等 关系 不 全 时 , 无 论 用 什么 方法 ， 
题目 都 无 法 解答 . 尽管 现 有 的 许多 读物 , 并 没 
有 像 笔 者 一 样 , 将 解 题 所 需要 的 相等 关系 全 部 
明确 写 出 , 然后 具体 、 直观 的 加 以 应 用 , 但 在 解 
题 时 , 都 毫 不 例外 地 用 明确 或 潜在 的 方式 ， 利 
用 了 全 部 相等 关系 . 

(四 ) 算术 方法 、 
法 的 比较 
用 列 四 元 一 次 方程 组 方法 解 例 1 时 , 分 别 
设 慢 车 行程 为 2 千 米 、 慢 车 行驶 时 间 为 V 小 时 、 
快车 全 部 行程 s 千 米 、 快 车 全 部 行驶 时 间 t 小 
时 , 则 由 四 个 相等 关系 可 得 方程 组 
2 一 05 X2/， 
s=85xt, 





列 方程 方法 、 列 方程 组 方 


2Z 十 5 一 450， 


y 二 0.5=t. 
上 述 列 法 里 没有 与 列 方程 中 类 似 的 列 代 数 


TTT rr rr rr rr 


(上 接 第 2-33 页 ) 


1 < 
tt (B+a) + (3+8) 十 
(B19) -了 e+ 
例 7 正 解 : 由 以 上 步 又 @， 

“|z—i=1, 晶 zz 0,zAK 2i, 
“(ZC—i)(z+i)=1, 


25 十 12 一 过 三 0， 





z(Z 十 2i) 和 十 2(iz — 22) 三 
z(z — 2i) z(z — 2i) | 
w(W + 2i) 





or 


El 
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式 工作 , 因而 在 设 未 知 数 、 列 方程 组 之 间 也 就 
没有 繁琐 的 运算 工作 ; 用 列 方程 方法 时 , 在 设 
未 知 数 、 列 方程 之 间 则 存在 这 类 繁琐 运算 . 
此 , 同样 一 道 应 用 题 , 选用 列 方程 方法 解 时 , 难 
度 要 比 选用 列 方程 组 方法 大 . 

用 列 算术 式 的 方法 解 应 用 题 , 可 看 作 是 在 
得 出 了 一 元 方程 的 基础 上 , 再 将 未 知 数 用 含 已 
知 数 的 算式 予以 表示 . 如 例 1: 

85(z + 0.5) = 450 — 65%x 

—> 857 + 85 x 0.5 = 450 — 65x 

—> 857 + 657x = 450 — 85 x 0.5 

—> (85 + 65)z = 450 — 85 x 0.5 

—> z= (450 — 85 x 0.5) + (85 + 65), 

显然 , 这 样 的 推理 过 程 实质 是 解 方 程 的 运 
算 过 程 , 日 还 不 能 将 能 进行 加 、 减 ,乘除 的 数 
的 运算 结果 求 出 ,只 能 用 算术 式 表达 , 其 表达 
式 也 颇 有 蹊跷 . 因此 , 用 列 算术 式 方法 比 用 列 
一 元 方程 方法 绕 弯 得 多 , 难得 多 . 

综 上 , 在 和 弄 清 了 相等 关系 后 , 用 列 方程 组 
方法 解 题 最 容易 , 列 方程 方法 次 之 , 列 算术 式 
方法 最 难 . 
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和 和 AAT rr rr rr rm 


“WW 十 jw 

“| oi|=1,wAK 2i. 

2. 反 思 : 在 平时 的 教学 中 , 应 强调 数学 的 
推理 步 步 有 据 , 说 理 充分 , 没有 证 明 的 或 未 知 
的 条 件 不 可 随便 采用 , 否则 就 会 犯 以 上 错误 . 

数学 解 题 要 善于 从 题目 的 条 件 和 问题 解决 
的 过 程 中 提取 有 用 的 信息 , 使 之 作用 于 记忆 系 
统 的 数学 认 知 结构 , 提取 相关 的 知识 , 推动 题 
目的 信息 的 延伸 , 归纳 到 某 一 个 确定 的 数学 关 
系 , 从 而 形成 一 个 解 题 的 行动 序列 . 在 此 过 程 
中 应 避免 解 题 序 列 中 出 现 差错 或 出 现 “ 跳 跃 ”， 
从 而 促使 问题 解决 获得 “圆满 成 功 ”. 


一 迈 =0， 
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关于 圆锥 曲线 探究 性 学 习 的 尝试 


315300 浙江 省 宁波 荡 溪 育才 中 学 方 建成 


1. 问 题 背 景 

笔者 以 人 民 教 育 出 版 社 编 的 教科 书 第 二 册 
(上 ) P.123 习题 8.6 的 第 6 题 为 素材 , 组 织 指导 
学 生 开展 探究 性 学 习 , 学 生 的 探究 热情 和 巨大 
的 潜能 给 我 留 下 深刻 的 印象 . 

问题 : 过 抛物 线 焦点 的 一 条 直线 与 它 交 于 
两 点 P、Q, 经 过 尸 点 和 抛物 线 顶 点 的 直线 与 准 
线 交 于 点 MM, 求证 直线 MQ 平 行 于 抛物 线 的 对 
称 轴 . 

2. 解 决 原 问题 

笔者 不 急于 把 解法 抛 给 学 生 , 而 是 引导 学 
生 以 抛物 线 y? = 2pz 为 例 , 分 析 条 件 : 

(1) P、f、Q@ 三 点 共 线 ; 

(2) P、O、M 三 点 共 线 ; 

(3) MQ/z 轴 . 

要 求 由 条 件 (1)、 (2) 一 > (3), 通过 学 生 独 
立 思考 , 很 快 有 学 生得 到 如 下 解法 : 

如 图 1, 设 抛 物 线 方程 为 V2 = 2pzx, 焦点 


五,0) ,直线 PQ 方 程 为 z= my 十， 





y” = 2p7 
力 一 2 一 27ppy 一 p2 = 0. 
人 


yl P 
l 


NIO 


F 
M Q 





2 


Z 








图 1 
0 @(z2,y2)， a = 一 D2， 
y= 一 全 -, 直线 PO 方 程 为 9 一 本 


过 了 得 pn! 
2 


由 到 = 2pz1, 得 妆 所 以 
y=- 2 

则 有 wz = ym, 所 以 MQ 十 
3. 提 出 新 问题 


笔者 对 学 生 的 证 明 给 予 充分 肯定 , 及 时 表 
扬 后 , 有 位 学 生 从 这 个 命题 的 道 命题 出 发 提出 
新 的 命题 

(1) 阁 MQ/z 轴 , P、、Q@ 三 点 共 线 , 则 有 
P、O、M 三 点 共 线 . 

(2) 若 MQ/z 轴 , P.O、M 
P、F.Q 三 点 共 线 . 

笔者 又 一 次 表扬 同学 们 从 逆 命 题 出 发 探究 





三 点 共 线 , 则 有 














数学 问题 的 好 方法 , 指出 新 命题 (1) 正 是 2001 
年 全 国 高 考 数 学 ( 理 ) 第 19 题 . 这 下 同学 们 更 
来 劲 了 , 现 将 学 生 证 明 命 题 (1)、 (2) 的 过 程 简 
录 如 下 : 5 
(1) kop = ,kom = ,而 yy = 
TX1 —p 
—p” 
2 
一 ,所 以 ko = = 过; 南 旭 = 2501 
二 21 
得 卫 二 多 
y1 271 
= 
所 以 kmo = 2: oa = 
所 以 kop = kmo,; 即 己 、 0 MM 三 点 共 线 . 
JI 2 
(2) krp = 万 , Fe = 万 ， 
= 5 ww9 
P、 0O MM 三 点 共 线 ， 
41 2%2 pyY1 
rm ) 即 VY2 = 
21 p 221 
_PyY1 
krog = ,而 := 区， 
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1 
2p 4z1 8z3 
py py 
kro a XTX1 Eo 221 
pyf p Pp'2pr1 2 
872 2 8z? 2 
_ Yl 
化 1 一 2 
昂 


“kpp 二 kro, 故 P、F、Q 三 点 共 线 . 

4. 进 一 步 探究 

笔者 向 学 生 提 出 “类 比 ” 是 探究 数学 问题 的 

又 一 重要 思维 方式 , 对 椭圆 、 双 曲线 , 我 们 是 否 

可 得 到 相关 的 真 命题 . 

探究 过 程 : 

(1) 设 椭圆 左 焦 弦 PQ, 车 过 Q@ 作 MQ/z 
轴 , 连 直线 PA 与 直线 MQ 交 于 点 以 , 则 点 入 
在 准 线 ! 上 (如 图 2). 











图 2 
命题 很 快 被 部 分 学 生 否 定 , 理由 是 抛物 
线 是 不 封闭 曲线 ， 椭圆 是 封闭 曲线 , 性 质 不 一 
样 , 结论 肯定 不 成 立 .又 有 学 生 以 PQ 上 z 轴 
的 特别 位 置 , 验证 否定 点 M 在 准 线 ! 上 . 
(2) 设 椭圆 左 焦 弦 PQ, 奉 连 接 PA、 QB 的 
直线 交 于 点 以, 则 点 朵 在 左 准 线 ! 上 (如 图 3). 











有 学 生 简 证 如 下 : ， ,2 
设 椭圆 方程 为 a 和 = 1l(a >5 > 
0), P(x1,Y1)、 Q(z2,y2)、 A(—a,0)、 B(a, 0)、 
五 (一 c, 0). 
2 


直线 /的 方程 为 2 一 一 二， 
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直线 PA 的 方程 为 y= 二 (2 十) 
2 

Ri i dl 和 

令 ,得 yn i (1 =) 

直线 BQ 的 方程 为 7 = (Zz —a) 
2 

令 Z= 一 一 ,得 yx' = -a( 1-=) 

只 要 证 ym = ya 即 

2 = (-1-?). 

21 十 Q 6 22 一 Q C 


而 PQ 喜 线 方程 为 7 ed —C, 只 要 证 : 
和 


Ia01 一 C 十 和 C 
7002 一 C 一 Q C 
bp 
> 2my1y2 = 一 二 (人 十 2). 


T=my—c 
827z2 + a2y? = a2b? 
—> (Pm? +a)y — 2mcby — b= 0, 
证 2mcb? 
集 V1 十 V2 二 
V1V2 二 
—b4 b> 2mcb? 
Bm+a chm+o? 


HK 


即 点 M 在 准 线 1 上 . 
(3) 设 双 曲 线 方程 为 训 一生 = 1 过 右 

焦点 五 的 弦 PQ (如 图 加 顶点 4、B, 连 PB、 

AQ 的 直线 交 于 点 M, 则 点 M 在 右 准 线 1 上 . 











2 7 
P 
~“ O >— 
A PI 
MINQ 
图 4 


( 儿 由 图 1, 若 过 抛物 线 焦点 顾 的 弦 PQ, 过 
@ 作 MMQ/z 轴 , 交 准 线 !/ 于 点 M, 1 与 + 轴 交 于 
点 入 , 则 PM 平分 线段 NR. 

(5) 如 图 5, 若 过 椭圆 左 焦点 下 的 弦 PQ, 过 
Q@ 作 MQ/z 轴 , 交 左 准 线 ! 于 点 MM, 1 与 + 轴 交 
于 点 N, 则 连接 PM 的 直线 平分 线段 NR. 


2-20 数学 教学 


2005 年 第 2 期 


对 输液 浓度 的 讨论 


3312030 浙江 省 绍兴 柯 岩 中 学 毛 幼 既 


医学 上 常用 吊 瓶 式 输液 器 给 病人 输液 , 具 
体 的 做 法 是 将 两 只 装 有 液体 的 瓶 用 一 根 软 管 
串 接 悬 挂 起 来 , 安装 如 图 1 所 示 . A 瓶 下 面 接 
有 一 根 输液 的 软 管 和 注射 针 , 在 B 的 下 面 插 入 
一 根 小 的 导 气 管 , 观察 其 液体 流出 的 情况 , 有 
以 下 现象 :(1) 液 体 基本 上 匀速 流出 的 ; (2) 了 瓶 
内 液体 逐渐 流向 A 瓶 , 连接 A 瓶 的 针管 虽 有 液 
体 流出 , 但 A 瓶 内 液体 高 度 不 变 , 直至 也 瓶 内 
液体 减少 到 零 , A 瓶 的 液体 才 开始 下 降 . 









































图 1 
既然 孔 瓶 液体 先 流 完 , A 瓶 后 流 完 . 那么 ， 
从 A 瓶 下 面 连接 的 针管 中 流出 的 液体 , 到 底 是 
A 瓶 内 的 液体 呢 , 还 是 B 瓶 内 的 液体 呢 ?7 我 们 





mrOrOrrOrOrOrOrOrrrrrOrOr rr rr 

















图 5 图 6 


(6) 如 图 6, 阁 过 双 曲 线 右 焦点 下 的 莉 PQ， 
过 @ 作 MQ/z 轴 , 交 右 准 线 ! 于 点 以 , 1 与 + 轴 


不 妨 将 A 瓶装 入 纯净 水 , 了 瓶装 入 红 昧 水 , 观察 
发 现 , 针管 内 流出 的 是 颜色 逐渐 变 红 的 水 , 那 
么 , 这 种 红 水 的 浓度 是 怎样 变化 的 呢 ? 是 否 可 
通过 分 析 , 计算 当 也 瓶 内 的 红 墨 水 刚 流 完 时 , 从 
针管 流出 的 液体 浓度 为 多 少 ? 

为 了 使 问题 简化 , 我 们 假设 A 瓶 内 液体 是 
没有 溶质 的 液体 , B 瓶 内 液体 全 部 是 溶质 浓 
度 的 定义 为: 一 Te 那么 , 当 B 瓶 
内 溶质 流 完 时 ,从 输液 针头 输出 的 液体 的 浓度 
是 多 少 ? 考虑 到 一 个 瓶 内 的 液体 是 分 nn 次 流出 
的 .因此 , 我 们 只 要 计算 这 nn 次 流出 的 溶质 的 
总 量 w， 就 可 以 得 出 ， 当 了 瓶 内 溶质 刚 流 完 时 ， 
A 瓶 内 溶液 的 浓度 , 下 面 我 们 计算 这 个 溶质 的 
流出 总 量 ( 体 积 ). 

， 假设 人手 内 液体 分 两 次 流出 , 第 一 次 流出 
0, 此 内 质 没有 流出 ,上 内 这 质 忆 上 
入 充 1 ( 瓶 ), 并 设 这 些 溶质 很 快 被 均匀 分 
布 到 A 瓶 液体 内 , 这 一点 假设 将 随 次 数 m 的 增 
多 而 成立 因此 人 天内 祖 人 的 认为 第 


二 次 A 瓶 内 溶液 再 流出 > 于 ), 其 中 流出 的 溶 


和 TIA rr rr rr rr 


交 于 点 N, 则 连接 PM 的 直线 平分 线段 N 

在 数学 问题 “横向 "探究 的 师 生 互动 中 , 探 
究 数 学 问题 的 乐趣 与 激情 使 我 觉得 探究 性 学 
习 是 激发 学 生 学 习 数 学 兴趣 的 一 种 有 效 手段 ， 
同时 也 给 我 们 获得 了 探究 数学 问题 的 方法 之 
一 是 “ 道 命 题 " 探 究 和 "类比" 探究 , 学 会 提出 问 
题 比 学 会 解决 问题 更 重要 , 让 我 们 一 起 来 充分 
挖掘 课本 资源 , 多 从 数学 问题 的 背景 入 手 , 多 
角度 去 探究 .去 思考 , 提出 更 多 、 更 深刻 的 问题 ， 
共享 探究 性 学 习 数学 的 乐趣 . 








质 为 = 这 接 下 来 也 瓶 内 溶质 马上 给 予 


并 充 (机 ) 这 入 流出 六 质量 为 所 = 

有 假设 A 瓶 内 液体 分 三 次 流出 , 第 一 次 流出 
3 天 后, 此 时 这 夺 示 没有 流 由 ,B 庆 内 溶质 马上 
从 了 补充 项 此 时 省 容 液 的 浓度 为 3, 第 一 次 人 A 
瓶 内 溶液 再 流出 ( 瓶 ), 这 部 分 深 站 次 质 为 
1 x 楼 闪 关内 再 于 以 补 区 内 
1 J 3)|. 第 三 次 


中 变 为 3+ (3-3* 
A 撼 内 溶液 再 流出 二 瓶 . 流出 部 分 溶液 的 溶质 





3 3 


人 ee 
Rs 3) 三 次 (实际 只 有 
两 次 ) 共 流出 的 溶质 为 
_1 J 让 1 1 1 1 
43 5X31t3* [3+ (3-3x3)| 
1 
整理 可 得 0 = 训 一 襄 : 


假设 A 瓶 0 第 二 次 流出 
0 的 溶质 为 : 


) 溶质 > 
Le Le fe Ll 
4 4 4 4 4 4 
1 


流出 的 总 量 为 :a4 = 号 一 与 十 二 
10 10 5 1 
15 20 15 6 1 
,5_ 2 61 
从 上 面 这 个 数列 可 以 看 出 , 直接 要 得 出 an 
的 通 式 似乎 很 难 . 倘若 每 一 项 都 加 一 个 数 同时 


43 44 
同 理 可 得 : Q5 二 52 53 54 55， 
62 63 64 65 66- 


减 去 相同 一 个 数 ,如 os 加 上 (1 一 3), oa 加 上 
1 一 人)，…， 则 数列 的 和 是 不 变 的 ,这样 , 任 


一 项 两 边 都 成 对 称 , 它 成 杨辉 三 角 的 形式 , 这 
样 所 得 新 的 数列 如 下 面 所 示 : 


2 1 LIN? 
0 


那么 , 它 的 通 项 是 av = 

很 显然 , 液体 从 B 流 向 A 几乎 是 笑 续 的 , 这 
样 , 次 数 必须 是 无 穷 多 , 即 冰 向 于 无 穷 大 , 对 
mm 取 极限 lim on = lim_ 
0.368. 

这 样 我 们 就 可 得 出 , 当 B 瓶 液体 刚 流 完 时 ， 
从 A 瓶 内 流出 的 溶质 总 量 为 0.368 ( 瓶 )， 从 而 
可 得 出 A 瓶 下 面 针管 流出 的 液体 浓度 为 1 一 
0.368) x 100% = 63.2%. 

我 们 也 可 以 用 另 一 种 方法 来 计算 这 个 问题 
， 先 把 每 瓶 液 体 分 成 n 等 份 , 第 一 次 A 瓶 内 流 
出 1 份 ,然后 B 尊 流入 人 A 瓶 1 份 , 此 时 A 瓶 内 
体 的 浓度 为 > 记 作 al = 第 二 次 A 瓶 内 
再 流出 1 份 ,B 瓶 流入 二 , 此 时 和 A 瓶 内 的 浓度 为 

1 
We 0 
J Ee 


同 理 o = 一 一 一 一 一 一 一 ， 


(an —1)= 


1 nN 
je 


1== 二 一 二 


nn C 





ax(? 一 1) 十 1 








也 一 工 nN 
(#1 Sy i 
nN nN nN 


同 前 面 讨论 , 对 a 取 极 限 , 即 可 得 上 面 结 
论 . 

这 样 , 如 果 第 一 瓶 液 体 流 出 的 时 间 是 77， 
为 液体 流出 是 匀速 的 , 我 们 同时 假设 浓度 的 变 
化 也 是 均匀 增加 的 ,那么 浓度 变化 的 递增 函 
数 关系 为 : k= 一 一 t x 100%, (t < 7). 

当 t > 工时, 浓度 保持 为 63.2% 不 变 , 直至 
第 二 瓶 流 完 . 
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关于 求 “ 取 值 范围 "的 一 些 问题 


556000 贵州 省 凯 里 市 黔 东南 民族 师范 高 专 罗 时 健 


求 " 取 值 范围 "问题 , 是 中 学 数学 中 最 为 党 
见 的 题 型 之 一 ， 解 题 思想 方法 几乎 包罗 万 象 
综合 性 强 , 故 也 是 中 学 数学 中 的 难点 之 一 有 
的 教师 在 教学 时 (包括 一 些 书刊 上 发 表 的 角 
法 ), 也 存在 一 些 值得 商 椎 之 处 . 对 此 , 笔者 拟 
借方 寸 之 篇 幅 , 谈 一 些 浅见 供 参 考 

一 、 首先 要 弄 清 何 为 “到 值 范围 

导致 解 题 陷入 误区 的 一 个 重要 原因 , 就 是 
未 弄 清 何 请 “ 取 值 范围 "以致 将 “ 估 什 范围 " 取 
而 代 之 ,我 们 说 求 满足 给 定 条 件 的 某 个 参 变 
量 的 取 值 范围 * 包 含 了 两 层 意思 : 1. 参 变 最 满足 
该 条 件 就 必 落 在 这 个 范围 内 ; 2. 参 变量 落 入 这 
个 范围 就 必 满足 该 条 件 ， 用 数学 符号 表示 :“a 
满足 条 件 4 一 > a € 1; a €E 了 一 > a 满足 条 
件 A， 因此 “到 什 范围 " 带 有 充 要 性 . 而 “信人 
范围 "就 不 同 了 .比如 对 sin (0 < R), 我 们 有 
一 2 < sin0 < 2. 对 sinb0 的 值 作 此 估计 无 疑 
正确 ; 但 反 过 来 在 (2,2) 中 取 一 个 值 3, 却 找 


下 到 一 个 4 的 信人 能 估 sn0 而 作出 信人 
-1 和 sn0 芝 1(0e 了 及) 就 不 同 了 . [-11 是 
量 sin 9 的 取 什 范围 ， 因 此 “ 取 值 范围" 也是“ 信 
信 范 围 "( 最 佳 估 值 ), 但 “ 估 信 范围 * 却 不 一 定 是 
取 值 范围 .为 说 明 这 一 点 我 们 对 下 例 及 其 误解 
作 一 剖析 

例 1 车 函数 y = az (0 < a 关 了 与 函数 
y=logsw(0 <5 关 1) 交 于 点 Plrown) (2 < 


求 a.b 的 取 值 范围 . 


误解 : 依 题 意 , 作出 两 个 函数 的 图 象 相交 
于 点 了 (zo, Yo) 的 情况 如 下 (图 1). 
可 知 0<a<1,b>1. 


m0,0<m<3) 


分 析 : 答案 是 错误 的 , 解 题 者 虽然 画 出 了 
点 P(eotn) 应 在 的 平面 区 域 | (z, 切 | > 2 


0 < < 当 }( 阴 及 部 分 所 示 ), 但 忽略 了 点 如 
落 入 一 个 “更 大 ”的 区 域 {(z， D1 <2,0<V < 
1} > (图 1) 也 有 
结论 0 < a < 1 2 > 1 成 立 ， 2 
的 充 要 性 . 故 0 <a < 1,b> 1 不 是 a、 5 的“ 取 
值 范围 ” 而 是 估 信 范 围 ”. 


(zx,Y) £>20<y<3 








正确 的 图 象 解法 应 该 是 ( 见 图 2)， 在 平面 
直角 坐标 系 内 作出 点 书 所 在 的 区 域 {e y) ] 


oh! 3 }( 隐 有 所 示 ) 


y 
V2\z 
SS 和 =loga x 










图 2 
过 点 4 (2 ) 的 三条 指数 曲线 对 数 晨 


线 由 待定 系数 法 可 知 其 对 应 的 函数 分 别 为 y = 


( 守 ) ，Y 二 loga 7 (虚线 所 示 )， 则 显然 有 


三 05) 三 logo7z 交 于 
1 
P(xo, yo) € {nl <Zz,0 “i 3 
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0 去 2 
> DN ad OD 
0<a<l 
logpX < log427 
8 a 加 
b>1 


解 D、@ 得 0<a< 站 ,b>4 
二 、“ 取 极端 ?应 慎重 
常见 一 些 文章 介绍 解 “ 取 值 范围 "问题 的 
“ 取 极 端 " 法 . 这 些 “ 取 极端 法 的 确 给 人 以 简捷 
可 行 的 感觉 , 而 且 针 对 给 出 的 具体 问题 也 具 正 
确 性 . 但 是 , 它 针对 性 较 强 , 并 不 具 普 遍 性 .“ 取 
极端 ?法 主要 是 要 看 给 出 的 函数 在 给 定 的 区 间 
内 是 否 具 有 凸 性 , 方 可 奏效 . 如 果 函 数 在 给 定 
的 区 间 内 有 拐点 , 答案 就 要 出 问题 . 而 这 一 点 
教师 一 时 又 无 法 对 高 中 学 生 说 清楚 (高 中 生 只 
具备 最 基本 ， nn 学 生 
一 旦 看 到 教师 用 “极端 法 ” 解 了 一 题 觉得 简便 易 
行 , 便 易 不 分 青 We 这 就 易 陷 
入 误区 . 例如 : 

例 2 若 对 任意 的 ze (1,2], loga x > (x 一 
1)*. 求 a 的 取 值 范围 

解 : 取 zZ = 2, 也 应 有 log。2 > 1 成 立 , 即 
log,2 > logua. 阁 0 < a <1, 则 zx € (1,2|]，, 
log。 x < 0 不 可 能 有 log, xX > (z 一 1? 成 立 . 
TR > 1 即 有 1 < 
G2. 

分 析 : 这 一 解法 对 函数 y = logs X,Y = 
(z 一 1)2 在 (3 分 别 为 上 凸 、 下 凸 无 疑 是 正确 
的 . 但 对 下 面 一 题 也 如 此 照搬 那 就 不 对 了 . 

例 3 ”对 任意 的 ze [1,1) 都 有 2x3<a(x 一 
1)? 十 1, 求 a 的 取 值 范围 . 

仿 例 2 解法 : “x = 一 1 € |[-1,1), .…. 
(一 1 <a(-1 一 1 十 1, 即 -1<4a+1 也 
成 立即 得 a > -3. 错 了 ! (因为 y = ”在 
[一 1 1) 内 有 拐点 z = 0). 3 

正确 解法 是 : 参 变 分 离 : 4 > 记 一 [ 
Ce ee 

和 一 工 


log, 2 > log, a, 


zx? 十 x 二 1 
zz—1 


. 令 f(z) = 


(z—1)? 
_ lt- 0 -vz (1+V3) 


全 二 0 一 驻 点 z = 
1— V3. 有 目 当 x <1— V3, jz) > 0; zz > 
1— V3, f(x) <0. %. 7xrel[-1,1), f(x) < 
3 一 2V3. 而 欲 对 任意 的 z e [1,1) 都 有 a > 


2 
1 
一 一 一 >a > 3 一 2V3. .a 的 取 值 范 
4 


围 为 a > 3 一 2V3. 

国史 介绍 “ 取 极 端 法 要 慎重 . 

三 、 用 不 等 式 放 缩 法 求 取 值 范围 , 应 每 步 
放 缩 都 具 可 逆 性 

用 不 等 式 的 性 质 进行 “ 放 ”、“ 缩 *"， 也 是 求 
“ 取 值 范围 "的 一 个 常用 方法 , 但 是 应 注意 “ 放 ”、 
“ 缩 ” 过 程 中 的 每 一 步 都 必须 可 道 以 使 充 要 性 
链 不 致 中 断 , 才能 保证 “ 取 值 范围 ”的 充 要 性 . 如 
不 能 达到 这 样 的 要 求 就 应 当 另 择 它 法 . 





3 zz—1 
4 E | 一 ~,2 |], 求 E 3 
例 4 Zz (3 ) :来 了 数 9 Be 
的 值 域 . E 
5 可 恒 等 变 形 为 y = = 一 一 一 一 一 ~ 
3 
一 <7X<2<> -3<27.<4 
< >0<27++3<7 g 
< 1 RS 一 一 一 一 
3 3 
< 全 一 一 > 一 二 一 一 一 
14 2(2z 十 3) 
1 a 5 
2 14 2 2(27z 十 3) 
1 
<—>—~>>Y. 
7 y 


故 函 数值 域 为 y < 二 


2 
例 5 ze [1,2], 求 函数 y= 二 -的 值 域 
分 析 与 解答 : 先 用 不 等 式 法 试 之 : 





1l1<z<2<—> 2<7r+l1<3 有 kle< 
xXx2<4 
Ce 
— 
3 x+1 2 


(下 转 第 2-49 页 ) 
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其 应 用 


643000 四 川 省 自贡 市 第 十 七 中 学 胡 格 林 


a2+b > 2ab, ar+by < Va2 十 扫 
VR 二 + 如 ,a 十 5 二 V2(a2 十 所 2) 是 中 学 数 
学 中 几 个 常用 的 不 等 式 , 应 用 广泛 , 其 中 的 a、 
b、zx、y 是 任意 的 实数 . 但 如 果 我 们 设法 将 a、 
b、Zx、Yy 与 三 角 函 数 中 的 sin 9、cos 0 联系 起 来 . 
我 们 会 发 现 这 些 不 等 式 还 有 更 精彩 的 一 面 , 有 
更 广泛 的 用 途 . 

三 角 函 数 中 和 和 角 公 式 sin(9 二 2) = 
sin0 cosw 十 cogs0sin 是 一 个 很 重要 的 公式 . 
下 面 我 们 用 它 来 研究 前 面 的 几 个 不 等 式 . 

1. ** 2ab = ba 十 ab = (Ver 




















b a a b 
。 十 
全 we 
令 sin9 = 2 cos 0 = 其 
人 十 2 Va 
中 角 0 终 过 点 (@， Db). 
+ b2)(sin 0 cos0 + cosOsing) 
= (a? + b?) sin 20. 


“” sin20<1, 
“2ab 世 Q2 十 如 , 当 且 仅 当 20 = 2K7 十 
19 = kr 十 闻 (he 2Z), 亦 即 a 一 5 时 取 等 


|9 
be 


2. “art+by = Volt Vit+y 




















ea = Va + Di. Vr + yi(cos0cosw 
+ sin 0 sin %) 

全 Va5 十 到 Vz2 十 好 [sin (5-0) COS 
十 COS (3 一 9) sin y| 

= Voth Versin (TF -0+9), 


(其 中 角 4.y 的 终 边 分 别 过 
N(z,y)). 

人 sin (3 —0+%) <1, 

“aT 十 by 二 VG 十 加 VN2 十 奶 , 当 且 仅 
当 p -9 = 2kn(k ec Z), 即 射线 OM、ON 重 
合 亦 即 皇 一 > 0 时 等 号 成 立 

注意 , 由 az 十 by = Va? 二 中 Vz? + 
sin (了 一 9+) 得 到 az + Wy = VT 本 
V7 十 好 cos(0 - yp), 这 正 是 向 量 OM、ON 
的 数量 积 公式 

ON .ON = |0|.|ON|cos(OM, ON) 
的 坐标 形式 . 

3. ‘a+b= V3 (asinT 十 beos 7) 


点 M(a,b) 和 








4 
= VI (sn I 
9 4 
T b 
和 区 用 ) 

. b 
人 
9 终 边 过 点 M(a,b)), 则 a 二 b= V2(@? 十 0 
(sin T cos0 + cos Tsind) = V2(a2 + 60): 


sin (F +0). 由 于 sin (= +0) <1 


。 人 5 < V2(a? 十 以), 当 且 仅 当 0 = 
2kA 十 二 (keE 2Z), 即 a 二 5 > 0 时 取 等 号 . 


由 以 上 推导 , 利用 sin(9 十 P) = sin 0 cos w 
十 cos 9 sin yp 不仅 可 以 证 明 上 述 不 等 式 , 更 让 我 
们 找到 了 这 几 个 不 等 式 联系 三 角 函 数 的 一 个 共 
同 特点 :由 于 

2a = (a? 十 好 2) sin 20， 


azr+by=Val+0 Vr?+y? sin (5-0+p), 
4 十 0 三 V2(a2 0)sin (= +9)， 
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即 如 前 所 述 的 几 个 不 等 式 的 一 边 乘 以 一 个 适当 
的 sin(a + B), 那么 这 些 不 等 式 都 可 以 转换 成 
等 式 . 过 去 我 们 用 这 些 不 等 式 解 题 时 , 由 于 不 
等 式 放 缩 的 单 向 性 , 只 能 求 出 最 大 值 或 只 能 求 
出 最 小 值 .现在 我 们 利用 这 些 等 式 中 sin(a 十 
6) 的 取 值 范围 . 则 既 可 以 求 出 最 大 值 , 又 可 以 
求 出 最 小 值 . 下 面 举 几 例 加 以 说 明 : 


6 6 
例 1 RS 


JE 
求 = zy 的 值 域 
解 : “4 = zx(-V2— 3z2) 
三 -VV 一 372， 
由 前 面 推导 得 
4 一 a 37)* + (V2 一 3z2)3 sin 20 
V3 V3 


< 一 -6 .2.sin20= 一 Sin29, 其 中 
WY __Y 


Sin 0 一 





| 
es 
CD 
SS 
MP 
十 
et 
下 
CD 
BS 
Mb 
已 
9 


八 
BS 
人 


汲 


Te EE 


亚 
| 
人 
ES 
人 
| 


八 
如 
BS 
[Nw 
TD 
八 


作 
S 
VN ee 


w= zy 的 信 域 为 | 一,3|. 


例 2 求 函 数 y = 二 5vVzX 一 1 十 V10 一 2x 的 
值 域 . 


1 
2 
| 
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5 Vil V2 viz 
一 6V3 二 Ee 
4 (高 2 3V3 2 ) 
VZ 一 工 
和 < ,CoS 0 = 
3VvV3 2 
V2 . 5 一代 
一 二，Sln 9 一 
3V3 机 2 


.Y= 二 6V3sin(9 十 wp). 由 于 sin0 > cos0 
T 元 
> 0， 取 本 <0 < 了 
又 cosp > 0, sinp > 0, 故 取 0 < p< 
二 0 二 0 二 六 区 二 十 
7’ > i 
2 Tn 
“= 二 一 Sin | 一 <si 
BV cos0 sin (+0) sin(0 十 
V2 : 
gp) 达 1, 即 se < 6vV3sin(0+%) < 6vV3, 


即 2V2 < y < 6vV3. 
“. 函数 值 域 为 [2V2, 6vV3]. 
例 3 若 Vz 十 1 二 Vy 一 2 = 5, 求 十 y 
的 范围 
解 : “5 二 Vi+1+Vy-—2 
= Vi(ViTrIsinT + V2cos 7)， 


(Vz+1)?+(VYy-2)? = Vity—l, 
Bl 
5=V2 —] 
V3 ZX 十 2/ (sn i 
下 nT 2 一 2 
C08 一 一 一 
4VvVz+y—1 
pe VXx+l . y—2 
令 cos 0 = 一 一 一 一 , sin4 = 一 一. 
vzX+y—1 vzX+y—1 
则 5 = Va ty Dsin (T+0), 由 于 
nT 


Re 
Pi 
2 
了 sn (T+0) <1 
Br V2(7+Yy—1)= 一 元 一 一 ， 
sin (T+0) 


5 < V2W Ty-1) < 5V3, 平方 即 得 
< ty <20, 

~ x+y 的 范围 是 | 字 ,26|， 

例 4 设 z.y E R1, a 为 常数 ,不等式 


2-26 

V3+ V9 < aVFT5 恒 成 立 ,求证 a > V3 
证 明 : 由 前 面 推导 知 : 
VT+Vy 
= V2 [VD)? + (vlsin (TF +0) 

2 +)sin (T+0), 

_ Vv ,yy_ WwW 
es 显然 
cos0 > 0, sin > 0， 可 取 0 < 0 < 了 故 可 知 
sin (T+0) < 1 即 V5+V8S< 2(z +Y), 

又 … Vz 十 VY < aV7z 十 y 恒 成 立 ， 
“V2(Z 十 y) aVz 十 y 应 恒 成 立 . 
ee 

例 5 2 3 2 atb= 


1, 求证 /a+3 十 V2. 
7 1 1 
证 明 :… 2 十 本 十 US 

过 








.sin (= +0) 


arbri)sin(T +0) 
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= 2sin ( 工 十 9) ,其 中 
人 Re 
cos 0 一 2 
2 2 
让 
a et a 
2 2 
el 
V3 ) 
1 
PE 
Sin 0 一 
2 2 
ee EY YL 
“3 2 
1 
六 十 二 
V3 ) 
之 上 L 
CD 
cos0 之 0, sin0 >>0, 取 0 < 0< 3， 
nT i 3 
… 一 和 过 一 十 0 所 -7 
ri rm 
2 
sin(T+0) <1 
1 V2 
Es ->2.3 = Va. 
at+3+ VS 了 V2 


TTA rr 放 / 


(上 接 第 2-42 页 ) 
C 的 交点 A(z1,y1)、B(7x2,Yy2)， 
4 = kz + m, 
则 有 4 z2 wy 。” 解 得 
ly 
(52 + a2k2)7x? + 2a2 kmz 十 a2702 一 a202 = 0, 
A>0,.. m? < 扫 十 a212， 
一 Vb2 十 a282 <m< vet+ak,. 
2a2km 
b2 十 a2k2 7 
yi 二 Vy2 三 kX1 十 m 十 kzz 二 mm 一 
AB 中 点 避 的 坐标 为 


a2km b2m 
+a2k2 02 十 a212 / 


则 zi 十 za = 二 一 
20277 
b2 + w2K2 7 


.线段 4B 的 中 点 M 在 过 原点 的 直线 
bp2z + a2ky = 0 上 . 

(3) 如 图 , 作 两 条 平行 直线 分 别 交 椭圆 于 
A、B 和 C、D， 并 分 别 取 AB、CD 的 中 点 M、 
必 , 连接 直线 MN; 

又 作 两 条 平行 直线 (与 前 两 条 直线 不 平行 ) 
分 别 交 椭圆 于 A1、 Bi 和 C1、D1， 并 分 别 取 
A1B1、C1D1 的 中 点 Mi、 Ni, 连接 直线 Mi Ni， 
那么 直线 MN 和 MiNi 的 交点 O 即 为 椭圆 中 
心 . 





2005 年 第 2 期 


数学 教学 


2-27 


二 次 曲线 中 OA 上 0B 的 处 理 方法 


215006 江苏 省 苏州 市 第 一 中 学 刘 祖 希 


“OA 上 05B” 时 常 出 现在 二 次 曲线 弦 的 问 
题 中 , 本 文 介绍 4 种 等 价 转化 处 理 方法 , 供 参 
考 . 

1. 等 价 转 化 为 “Z172 十 Yivy2 = 二 0” 

无 论 是 通过 ko4 . kop = -1 还 是 O04 
OB = 0, 都 可 将 OA 上 OB 等 价 转化 为 zlza 十 
yiy2 = 0, 其 中 A(zx1,y1)、B(7z2,y2). 

例 1 (1991 年 全 国 高 考题 ) 双 曲线 的 中 心 
在 坐标 原点 O, 焦点 在 z 轴 上 . 过 双 曲 线 右 焦 点 
且 和 斜率 为 \/ 的 直线 交 双阳 线 于 PP、Q@ 两 点 ， 
若 OP 1 O08, |PQ| = 4, 求 双 曲 线 的 方程 . 

解法 1: 设 双 曲线 、 直 线 PQ 的 方程 分 别 为 


x? 2 


-和 -1y- se 其 中 a、 入 c 未 
知 , 要 求 a、b, 联 立 , 分 别 消去 Zz、y 得 (50? 一 
3a2)72 十 6a2cz — 3a2c2 — 5a202 = 0， OD 
(5b2 — 3a2)y? 十 2V1502cy + 30 = 0，® 
一 3a2c2 一 5a202 
502 一 3a2 


加 304 
yY1Y2 一 B02 二 302， 


由 OP 1 OQ@ 知 , X17x2 十 yiy2 二 0， 
,—3a2c? 一 5a2b? 3b 

502 一 3a2 502 一 3a2 
304 — 3a2c? — 5a202 = 0， 


结合 co = 二 a? 十 如 ,得 == 3a?, c=2a， 
代入 @ ,得 4z2 十 4az 一 9a?=0， 

由 弦 长 公式 

IPQ| = 1+ .VOT =4 
解 得 a? = 1， 

从 而 双 曲 线 方程 为 2? 一 = 1. 

2. 等 价 转 化 为 “以 AB 为 直径 的 加 过 原点 ” 


et XTX1X2 一 


“OA 1 OB” 还 等 价 于 “以 AB 为 直径 的 圆 
过 原点 ”. 

例 2 题 同 例 1. 

解法 2: 在 解法 1 中 , … 已、Q 为 不 同 两 点 ， 
“. 502 — 3a2 #0. 

将 @、@ 相 加 , 得 过 PP、Q@ 两 点 的 圆 系 方 
程 (5 妇 2 一 3a2)(z2 十 2 十 6a2cz 十 2V1502cy 十 
(3b4 — 3a?2c? — 5a20?) = 0， ® 

由 OP 上 OQ 知 , 原点 O 在 以 PQ 为 直径 
的 圆 上 ， 

令 z=y=0, 得 354 一 3a?2c? -5a202 = 0， 

结合 二 2 十 如 ,得 = 3a?, c= 2a, 

代入 加 ,得 人 OPQ 的 外 接 圆 方程 : 2? 十 
+ar+ Vi5ay= 0， 

由 |PQ| = 4 知 ， 此 圆 半径 为 2， 得 o = 1， 

从 而 双 曲 线 方程 为 ?一 二 一 | 

3. 等 价 转 化 为 时 .于 二 一 1” 

2 2 

在 OA、0OB 都 不 与 坐标 轴 平 行 的 情况 下 ， 
将 OA 1 0B 等 价 形式 保留 为 Ko4 :koB = 一 1 
即 字 二 = 一 1， 联 立 直 线 和 二 次 曲线 方程 
消去 常数 项 , 得 到 关于 二 的 一 元 二 次 方程, 只 
需 令 其 两 根 所、2 的 乘积 等 于 一 1 

例 3 题 同 例 1. 

解法 3: 设 双 曲 线 、 直线 PQ 的 方程 为 二 


2 


3 ge 
J /3 _ oj 联 立 , 消去 常数 项 


2 
Cr cy? 加 5 
伍 D2 一 3Y ， 


SS 
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例 析 命题 在 特殊 情形 下 的 解 题 功能 


200940 上 海 市 吴淞 中 学 贺 明 荣 


在 数学 解 题 中 , 虽然 命题 在 特殊 情况 下 所 
得 的 结论 , 在 一 般 情 况 下 不 一 定 都 成 立 , 但 是 , 
很 多 问题 的 特殊 情形 (如 特殊 值 、 特 殊 位 置 、 
特殊 图 形 、 特 例 等 ) 常 能 起 到 启迪 思维 、 纠 正 
错误 、 优 化 过 程 、 培 养 能 力 之 功效 . 

1. 铺垫 功能 

某 些 数 学 命 古 的 证 明 , 往往 需要 其 特殊 情 
形 的 解决 , 而 其 它 情形 的 解决 则 需 “ 特 殊 情 形 
的 解决 "这 一 基础 , 因此 , 它 起 着 铺垫 的 作用 . 

例 1 设 Q 是 全 体 有 理 数 的 集合 , 求 所 有 
适合 下 列 条 件 的 从 Q 到 Q 的 函数 六: 

(1) f(1) =2; 

(2) 对 Q 中 所 有 的 Zz、y, f(z 9) = f(z) 


Pr rr rr rr rr 


2 Se =- (4 一 5) 结合 c? = Qa? 十 
慷 , 得 上 2 = 3a?, c == 2a， 

以 下 同 解法 1. 

4. 等 价 转 化 为 “ 设 A(7x,y)、B( 一 Ay, 和 7) 
或 B(MY,—Az)” 

若 OA 1 0B 目 |0B| = X204|, 则 可 设 
A(z,y)、B( 一 和 y, 和 Y) 或 B(Ay, 和 7X), 这 由 O04. 
0B = 0 可 以 得 到 . 

例 4 (1994 年 全 国 高 考题 ) 已 知 直线 1 过 
坐标 原点 , 抛物 线 C 的 顶点 在 原点 , 焦点 在 Zz 
轴 正 半 轴 上 , 车 点 4( 一 1,0) 和 B(0,8) 关 于 i/ 的 
对 称 点 在 C 上 , 求 直线 1 和 抛物 线 C 的 方程 . 

解 : 如 图 1, 设 妨 一 2pz (p > 0), 点 4 和 B 
关于 1 的 对 称 点 为 4、B". 

OA 1 0B, 04’ 1 0B’, |0B| = 8|04), 
IOB = 8|041. 

设 A(2pt?,2pt) (t < 0), 

则 B’( 一 16pt, 16pt?). 


f(y)— f(z+Y)+1. 

分 析 : 注意 到 f(z) 的 定义 域 为 Q, 故 可 首 
先 考 虑 特殊 情形 : 求 出 当 zE Z 时 , f(x) 的 表达 
式 , 然后 再 求 当 z = 一 e Q(m.neZ,mz 
0) 时 , A(z) 的 表达 式 . 

解 : (D) 令 y = 1, 则 由 (2) 得 

f(z)= fx) f1) -f(r+l)+1l, © 

将 f(1) = 2 代入 @ 式 并 化 简 得 

f(z+1)= f(z)+1, 

从 而 , 当即 为 正 整数 时 ， 

f(r+n)= f(r+n—1)+1 

= f(z+n—m2)+2=:.…= f(r)+n; 

当 交 为 负 整数 时 ， 





和 TAALNTNT~N 











图 1 


代入 多 = 2pz, 得 

(pt = 2p(~16pt), t= -了 
4 (3 -p)， 

loaP = tl0AP =1 
p= =v5 


+ 抛物 线 C 的 方程 为 = VBz， 
由 4 (3%5 -3V5) 和 A( 一 1,0) 求 得 直 


V5 二 1 
ss 


线 ! 的 方程 y = 5 
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f(z+n)= f(z+n+t+1)—1 
= f(z+ni+2)—2=.… 


= flz+n+t+(—n)] —(-n)= f(x)+n. 

因此 , 当 nn 为 整数 时 ， 

f(z+n)= f(r)+n. @ 

在 @ 中 , 令 z=1 即 得 /LI+m) = (1) 十 
有 二 2 十 7 亦 即 /nm 十 1) 三 即 十 2. ® 

(1) 对 任意 有 理 数 二 (这 里 mn E 2,m 


关 0), 我 们 在 (2) 中 令 z = m, y = 而 便 得 

fm) = Fm) (TT) -fm+ i)+l, 

再 由 多、@ 进一步 可 得 

n+1= (m+1)f (三 )-f ()-m+y 

化 简 得 mf () = n+ m, 也 就 是 

j (二 ) = 二 十 1 

mm mm 

因此 , 所 求 的 函数 是 惟一 的 , 即 f(z) = 
1 ZEQ. 

它 显 然 满足 条 件 (1) 和 (2). 

评注 : 本 例 的 情形 (1) 是 通过 转化 情形 
(1) 获得 解决 的 , 情形 (1) 起 了 铺垫 作用 . 

2. 引 路 功能 

某 些 数学 问题 , 其 题 意 较为 含蓄 , 特别 是 一 
些 复杂 的 开放 性 问题 (如, 探索 性 问题 等 ), 若 能 
用 满足 命题 的 某 种 特殊 情形 进行 分 析 , 往往 能 
迅速 发 现 解 题目 标 , 摸 清 解 题 思 路 , 特殊 情形 
起 着 探索 和 引路 的 作用 . 

例 2 已 知 数列 {an]} 的 通 项 为 on = m(n 十 
1)2, 问 :是 否 存在 等 差 数 列 {0%}, 对 一 切 正 整数 
nn 都 有 

du 一 1.01 十 2.0 十 3.03 十 … 十 0 
成 立 ? 证 明 你 的 结论 . 

分 析 : 本 题 中 的 等 式 欲 对 一 切 正 整数 nn 都 
成 立 , 那么 , 特别 地 对 n = 1、2、3 也 成 立 , 于 
是 , 我 们 以 此 为 突破 口 求解 . 

解 : 假设 满足 题目 要 求 的 等 差 数 列 {0%} 存 
在 , 则 

a1==4=1:01, ..0b1=4; 

a2 = 18==1:.01 二 2:0, .b> 一 7; 

a3 一 48=1.01 十 2.b2 十 3.53，.。b3 一 
10; 
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猜想 如 = 3n 十 1， 

可 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 一 切 正 整数 nn， 

an 二 1 中 十 2:b2 十 3:03 十 … 十 nb 
成 立 . 其 中 an = n(n 十 1)?, 0 = 3 十 1 证 
略 . 

评注 : 众所周知 , 这 类 问题 常 可 按 “ 归 纳 一 
猜想 一 证 明 ” 的 方式 进行 分 析 , 而 这 里 的 “ 归 
纳 " 实 际 上 就 是 从 特殊 情形 入 手 , 并 将 引 向 一 
般 的 情形 . 

3. 联 想 功 能 

某 些 数学 问题 往往 有 其 特殊 的 结构 或 背 
景 , 若 紧 紧 扣 住 其 特征 , 充分 利用 特殊 情形 进 
行 联想 , 可 使 问题 由 难 变易 , 同时 对 问题 的 解 
答 也 起 着 导向 作用 . 

例 3 函数 f(x) 的 定义 域 关于 原点 对 称 ， 
且 满足 以 下 条 件 : 

@ xz1、X2 是 (Xx) 定 义 域 中 的 数 , 且 帮 zi 一 
区 f(z2): f(z) +1. 


f(z2) — f(z1) 
® fla) = 1(a > 0); 


® 当 0 < zx < 2a 时, f(x) >0 

(1) 判定 f(z) 的 奇偶 性 ; 

(2) 判定 f(x) 是 否 为 周期 函数 , 者 是 周期 
函数 , 求 出 周期 . 

分 析 : 由 条 件 @ 容易 联想 到 特殊 情形 :两 
角 差 的 余 切 公式 
a cot cota 十 1 

cot 一 cot a 

由 cot 二 = 1, 猜想 a = 工 , 不 难 发 现 题 设 
条 件 类 似 余 切 函数 的 运算 法 则 和 性 质 , 故 将 题 
中 的 抽象 函数 f(z) 退 到 特殊 情形 f(x) = 
cot z, 由 此 猜想 题 中 的 结论 : 


(1) f(z) 为 奇 函 数 ; 

(2)y = cot xz 的 周期 为 x 二 4: 1 一 , 则 猜想 
f(z) 的 周期 为 4a. 

证 明 : (1) 令 xz = 7X1 一 ZX2, 则 一 x = 22 一 
Z1, ”f(z) 的 定义 域 关于 原点 对 称 ,， “。 一 Zz 也 


在 定义 域内 . ， 
二 


f (721) — za) 
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= 一 /ci 一 22) = 一 /zh)， 

故 帮 z) 为 奇 函数 . 

(2)… jz 十 oa) 

fo) f+1l -ff(7): fo)+1 
f(—a) — f(z) —f(a) — f (7) 
1— f(x) _ f(x)—1 


esf) fC) 














三 2 1 


2f(z) f(x) 
则 f(z+ 4a) = fl(z + 2a) + 2al 


1 

= F(zi + 2a) = f(2), 

故 了 (x) 是 周期 函数 , 日 周期 为 4a. 

评注 : 在 解 题 过 程 中 , 将 生 芷 与 熟悉 进行 
类 比 联想 ,有 利于 启迪 思维 , 找到 问题 的 具体 
模型 , 这 里 的 抽象 函数 了 (7x) 类比 联想 到 特殊 情 
形 y = cot x. 

4. 筛选 功能 

在 数学 解 题 中 , 可 利用 特殊 情形 把 不 合 题 
意 的 结果 去 除 , 而 把 符合 条 件 的 结果 保留 , 特 
殊 情 形 起 着 筛选 的 作用 . 

例 4 设 函 数 帮 zz) 定义 在 及 上 , 对 任意 实 
数 m、7 都 有 jj) 二 jp) = fm+n)—m-: 
n 一 1, 阁 f(1) = 1, 则 满足 f(x) = x 的 整数 x 
有 多 少 个 ? 

分 析 : 这 类 抽象 函数 问题 的 基本 人 解法 是 对 
已 给 恒等式 赋值 , 然后 根据 所 得 结果 再 进行 推 
理论 证 . 

解 : 将 m = 1 代入 已 知 式 可 得 : 

f(D +f = f+n) -no 1 

“fn+1)= fn)+n+iy, 

由 此 递 推 式 便 知 ， 当 双 为 正 整数 时 , 均 有 
fln) >0, 有 frr+1)>n+2>n+t1, 即 , 
f(n+1)>n+t+l, 

因此 ,方程 f(x) = x 没有 大 于 1 的 整数 解 ; 

又 fn) = fn 十 1) 一 (nm 十 2), 经 计算 ， 
得 f(0) = -1 f(-1) = -2, f(-2) = 一 2， 
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f(-3)= -1, f(-4)=1. 

从 而 帮 -4) = 1 > 0, 又 当 n < 一 4 时 , 均 
有 一 (n 十 2) > 2, 这 样 对 n < 一 4, 均 有 f(n) > 
0， 

“方程 f(z) = 2 也 没有 小 于 -3 的 整数 
解 . 

综 上 所 述 , 满足 f(x) = Z 的 整数 z 只 有 2 
个 , 即 x = 1、 一 2. 

评注 : 上 述 解 题 过 程 中 所 出 现 的 特殊 情形 ， 
起 到 了 既 '“ 噜 除 " 又 “选拔 "之 功效 . 

5. 优 化 功能 

很 多 数学 问题 的 解法 可 谓 “ 条 条 道路 通 罗 
马 ”, 但 在 求解 选择 题 、 填 空 题 这 类 题目 , 或 
需要 否定 一 个 命题 , 为 了 使 思维 活动 更 “有 效 ” 
(快速 、 准 确 ), 往往 可 借助 特殊 情形 , 以 找到 解 
题 的 捷径 , 得 到 正确 的 结果 . 

例 5 函数 jz) = M sin(wz + yp)(w > 
0) 在 区 间 [a,?| 上 是 增 函 数 , 且 f(a) = 一 MM， 
了 (5) = M, 则 函数 g(x) = M cos(wz 十 9) 在 
Oe 
(A) 是 增 函 数 ; (B) 是 减 函数 ; 

(C) 可 以 取得 最 大 值 M; 
(D) 可 以 取得 最 小 值 一 M. 

分 析 : 解 本 题 时 ， 主 要 是 认真 考察 函数 
jz) 的 性 质 , 抓 住 函数 (2z) 的 结构 特征 , 利用 
其 特殊 情形 , 去 除 明显 错误 的 选项 . 

解 : 取 特 殊 情形 : f(x) = sinz, 这 里 MM = 
1,w=1,%=0,a et 

从 而 g(z) = cos z, 显然 正确 答案 为 (C). 

评注 : 要 证 明 一 个 数学 命题 的 正确 性 , 必 
须 经 过 严密 的 数学 推理 过 程 , 而 要 说 明 一 个 数 
学 命题 是 错误 的 , 只 需 举 出 一 个 例子 即 可 ,本 题 
实际 上 就 是 利用 反例 ( 即 问题 的 特殊 情形 ) 加 以 
否定 “明显 ”错误 的 选项 . 

6. 批 判 功能 

发 展 学 生 的 思维 能 力 , 特别 是 对 思维 品质 
的 培养 , 是 数学 教学 的 一 项 重要 任务 , 思维 的 
批判 性 是 思维 品质 的 一 种 , 它 具 有 善于 发 现 问 
题 、 提 出 疑问 、 辨 别 是 非 等 特征 . 对 于 一 个 问 
题 的 解答 , 运用 特殊 情形 可 检验 答案 是 否 正确 ， 


Ne 
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数学 解 题 正 确 结论 下 的 “迷雾 * 


313000 浙江 省 湖州 市 第 一 中 学 黄 加 卫 徐 晓 红 


波 利 亚 指出 : 通过 研究 解 题 方 法 , 我 们 可 
以 看 到 数学 的 第 二 个 侧面 , 也 就 是 看 到 “处 于 
发 现 过 程 中 的 数学 ”. 因此 , 波 利 亚 把 “ 解 题 " 作 
为 培养 学 生 才 能 和 教会 他 们 思考 的 一 种 手段 和 
途径 , 并 且 强 调解 题 训练 的 目的 是 引导 学 生 开 
展 智力 活动 , 提高 数学 才能 . 要 达到 这 一 目的 ， 
就 应 高 度 重视 解 题 过 程 中 的 合 情 推 理 , 强调 思 
维 的 严谨 性 和 人 解 题 步 又 的 严密 性 . 但 笔者 发 现 
有 些 学 生 在 解 题 过 程 中 , 虽然 结论 正确 , 但 由 
于 对 概念 理解 不 透彻 或 采取 不 正确 的 解 题 策略 
等 原因 , 导致 解 题 过 程 中 出 现 “ 危 机 ”或 “失败 ”， 
若 学 生 本 人 并 未 发 现 ,以 为 自己 对 了 , 那 危险 
就 更 大 了 ! 下 面 就 其 形成 原因 及 纠 错 、 反 思 等 
方面 作 如 下 阐述 : 

一 、 由 于 概念 性 错误 导致 解 题 “偏差 ” 

例 1 通过 对 表 一 的 阅读 和 分 析 , 请 思考 
一 下 如 何 由 事件 的 频率 来 确定 其 概率 值 . 


和 和 AAAIN~N 


如 果 发 现 不 对 , 将 引导 我 们 去 追寻 问题 的 错误 
之 所 在 . 
例 6 求 函数 f(zx) = 


2tanz 


5 的 (最 小 








1 一 tan 
正 ) 周 期 . 
分 析 : 很 多 学 生 是 这 样 求解 的 : f(x) = 
tamn 2 nT 
5 一 二 tan27x, 得 了 == 
1 —tan’ Zz 2 


上 述 过 程 从 表面 上 看 , 似乎 没有 问题 , 但 
如 果 给 予 z 的 特殊 值 (特殊 情形 ) x = 0 时 , 对 


题目 中 的 f(z) = 一 3 一 有 f(0) = 0. 如 


果 周 期 是 了 ,那么 应 有 人 0 + 二 ) = Jo) =0， 
显然 2 = 工时 f(z) = 2 一 中 的 tanz 


无 意义 , 呈 可 知 解答 是 错误 的 澡 交 原 因 是 变 
形 扩大 了 原 函 数 的 定义 域 , 从 而 影响 其 周期 . 
解 : 考虑 到 原 函 数 的 定义 域 , 应 有 如 下 变 





表 一 : 抛掷 硬币 试验 结果 表 
Wr) 





正面 向 上 次 
正面 向 上 次 数 1061 | 2048 | 6019 |12012|14984|36124 
(频数 rm ) 








rl) mn 

错 解 : 设 事件 4: 抛掷 硬币 试验 正面 向 上 ， 
则 P(A)= im =0.5. 

1. 形成 原因 和 纠 错 : 有 的 学 生 对 数学 概念 
的 形成 、 概 念 的 内 涵 和 外 延 不 其 了 解 或 一 知 
半 解 , 造成 对 概念 的 “ 假 性 理解 ", 因此 在 解决 
有 关 这 些 概念 的 题目 时 , 容易 发 生 “ 偏 差 ” .概率 
的 统计 学 描述 基于 在 不 变 条 件 下 的 大 量 重复 
试验 中 , 试验 结果 的 某 种 “稳定 性 ” 这 种 “稳定 
性 ”与 极限 的 定义 容易 混淆 ; 虽然 以 上 错 解 所 得 
结论 与 正确 结论 相同 ; 全 二 不服 EB 由 此 推出 , 当 
试验 次 数 n 一 十 oo 时 ， 一 定 值 0.5, 这 是 训 
无 道理 的 , 经 不 起 极限 定义 的 检验 的 ! 
2. 反 思 : 一 般 说 来 , 学 生 进 入 新 的 知识 领 


mrOrOrOrOrOrrOrOrOrOrOrrr rr rr rr 





KT 十 ZT (k GE Z). 
注意 到 tan 27 的 周期 为 了 ， 7， 加 A 但 
由 于 f(0) = 0 有 意义 , 而 不 在 f(z) 的 定义 


域内 , 故 f (0+ 了) 六 了 (0), 因此 不 是 f(z) 
的 周期, 从 而 函数 f(z) 的 (最 小 正 ) 周 期 为 了 = 
Tn. 

评注 : 在 数学 解 题 中 , 验证 题解 的 方法 很 
多 , 而 利用 特殊 情形 检验 是 较为 有 效 的 方法 之 


总 之 , 在 数学 解 题 教 学 中 , 视 例题 为 载体 ， 


恰当 地 运用 特殊 情形 的 解 题 功能 去 构建 思维 


空间 , 将 学 生 的 “被 动 接 受 " 转 化 为 “主动 探究 ”， 
以 达到 发 展 智力 、 培 养 能 力 之 目的 . 
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域 时 , 常常 会 发 生 认识 上 的 负 迁 移 作 用 , 把 已 
有 的 观念 作为 绝对 真理 , 强 套 新 知识 , 这 往往 
会 发 生 错 误 . 所 以 教师 应 采用 多 种 方法 和 手段 
指导 学 生 主 动 地 建构 正确 的 概念 , 处 理 好 新 旧 
知识 之 间 的 联系 和 区 别 . 

二 、 由 于 习惯 性 “经 验 ” 导 致 解 题 “危机 ” 

例 2 若 lim (3an 二 45;,) = 8, lim (6an 
—b)=1, 求 lim (3an 十 bn ) 的 值 . 


lim (3a + 4b,) = 8, 
错 解 : 由 4 “~ 
lim (6an — bn) = 1, 
3 lim an+4 lim b;,=8, (1) 
得 nN O00 nN O00 
lelma- lmb=1 (2 
(1) x 2 一 (2) 得 :lim bs = 可 ,并 求 得 
lim an = = 
。 lim (3@++b6n) = 3 lim on 二 lim pb 
12 15 
2 < 3 


1 形成 原因 和 纠 错 : 有 的 学 生 不 能 透彻 理 
解数 学 公式 和 法 则 , 浮 于 表面 , 以 偏 盖 全 , 以 自 
己 不 正确 、 不 完善 的 “经 验 ” 推 而 广 之 , 从 而 形 
成 解 题 “ 危 机 .本 题 学 生 对 “和 的 极限 等 于 极 
限 的 和 ”的 结论 十 分 熟悉 , 受 其 影响 , 产生 了 以 
上 错误 解法 , 实际 上 是 受 思 维 定 势 的 消极 影响 ， 
错误 的 原因 是 : 没有 对 lim an 与 lim bn 的 存 
在 加 以 说 明 . 但 是 由 于 lim on 与 lim bn 的 确 
存在 , 故 以 上 错 解 所 得 结论 与 正确 结论 相同 . 

正解 : 用 待定 系数 法 ， 

an 一 2Z(3an + 40,) + y(6an, — bn), 


4 
。。 Qn 一 37 (30n 十 40n) 十 37 (0n = bn,), 


im an = 二 lim (3an 十 40n) 


4 
+35 ,lim, (6an — bn) 
二 二 X 十 > . 
”27 je 27 ”9 
同 理 得 : lim b= 0 
“. lim (3an + b;,) 
12 1 
=3 lim an 十 lim a 


2. 反 思 : 加 强 学 生 对 数学 公式 和 法 则 运用 
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条 件 的 掌握 , 对 平 沼 学生 的 习惯 性 “经 验 ” 加 以 
分 析 , 强调 数学 知识 的 科学 性 、 推 理 逻 辑 的 严 
谨 性 . 

三 、 由 于 过 程 性 “跳跃 ”导致 解 题 “疑问 ” 

例 3 已 知 二 次 函数 f(z) = az2 十 bz 十 
1 是 实数 , a 是 正 数 ), 设 方程 f(x) = x 的 两 
个 实 根 为 Z1、z2， 如 果 0 < zi1 < 2, |za 一 
21| = 2, 求 5 的 取 值 范围 

错 解 : 设 g(z) = az 十 (5 一 zx 十 1 
9(0) =1 > 0, 故 ZY1 和 2z2 同 号 , 又 Z1 > 0, 故 
ZX2 > 0, 从 而 必 有 x2 = Z1 十 2 € (2,4). 所 以 

1 a) [0<z1<2 

人 
|z2— Zz1|=2 2<zx2<4 
g(2) =4a+2(0—1)+1<0 
| i Rg 

一 g(4) 一 49(2) > 0 < Lb < > 

1. 形 成 原因 和 纠 错 : 数学 教学 常 以 解 题 为 
核心 , 解 题 过 程 的 正确 与 否 , 能 真实 反映 出 学 
生 思 维 的 严谨 性 , 在 解 题 过 程 中 , 思路 受阻 或 
者 说 明 不 清 的 情况 下 , 易 发 生 解 题 过 程 不 完整 
或 解 题 过 程 发 生 “ 跳 路 ”的 错误 . 以 上 错误 解法 
中 , 推理 (1) 实际 上 是 可 道 的 , 故 以 上 错 解 所 得 
结论 与 正确 结论 相同 , 但 其 并 没有 加 以 证 明 , 下 
补充 其 可 道 性 . 
补充 : 当 5 < 了 时 , 必 存 在 a > ,使 





1)2— 
即 |zz 一 zi1| = 2, 而 此 时 
2 0-1)- VG- 
je 


加 2a 
4a2 十 4a 一 2a 


2a 

= + 二 -Te 

故 可 逆 性 得 证 . 

2. 反 思 : 在 平时 的 课堂 教学 中 应 强调 解 题 
过 程 的 严谨 性 , 通过 正 反 两 方面 类 比 , 深化 思 
维 、 提 高 能 力 , 加 强 解 题 过 程 中 的 防范 意识 , 培 
养 学 生养 成 良好 的 解 题 习惯 . 

四 、 由 于 遗漏 性 “失误 ”导致 解 题 过 程 发 生 
“缺失 ?” 
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例 4 集合 4= {(z,y)ly = 22 十 mmZ 十 2}， 
B= {zy -y+1=00<zxz<2},AN 
B 关 ,求实 数 m 的 取 值 范围 . 
错 解 : 设 f(z) 二 2 二 (m 一 1)z+1, 了 (0) = 
1 > 0. 
(也 若 jz) =0 在 [02] 内 有 有 上 且 只 有 一 个 解 ， 
则 f(2) < 0, 则 mm < 3 
(2) 关 f(x) = 0 在 [0,2] 内 有 两 个 解 , 则 有 
人 >0, 
a 
f(2) > 0. 
m 之 3 或 m < 一 1， 





即 4 -3<m<1， 


3 
m 之 一 去 ， 
2 


3 
解 得 : 一 了 入 70 乏 一 上， 


1. 形 成 原因 和 纠 错 : 在 分 析 . 解决 问题 的 过 
程 中 , 由 于 学 生 对 问题 考虑 不 周 , 往往 会 遗漏 
某 些 过 程 或 遗漏 解答 ， 上 题解 答 过 程 应 补充 : 
(3) f(2) =0 且 -一 一 > 2 才 算 完整 

因为 (3) 的 结果 是 空 集 , 故 错 解 所 得 的 答案 
与 正确 答案 相同 . 

2. 反 思 : 数学 解 题 不 仅 是 求 结果 , 更 要 重 
过 程 , 这 就 应 该 让 学 生 在 解 题 过 程 中 经 过 成 功 
或 失误 、 体 验 和 反思 , 不 断 进行 归 因 分 析 , 积 
累 自 己 的 经 验 , 养 成 慎 密 思考 , 深 步 推 荫 的 解 
题 习 惯 . 

五 、 由 于 “看 打 正 着 "造成 解 题 失 败 

例 5 已 知 动 点 P(z,y) 到 定点 4(3, 汉 的 
距离 比 P 到 z 轴 的 距离 多 一 个 单位 , 求 动 点 P 
的 轨迹 方程 

错 解 : 由 题 意 得 : 

(2 —3) + (vy — 4 = y+ 1 个 

化 简 得 : 2Z2 一 6z 一 10y 十 24 = 0 即 所 求 . 

1. 形 成 原因 和 纠 错 : 以 上 错 解 都 把 点 忆 的 
纵 坐标 与 点 尸 到 z 轴 的 距离 两 者 混淆 了 , 但 此 
题 隐 含 y > 0 这 样 的 条 件 , 故 解答 恰好 对 了 . 应 
把 @ 式 右边 的 y 改 成 |y|, 然后 进行 化 简 . 
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2. 反 思 : 要 获得 广泛 的 数学 知识 和 提高 数 
学 才能 , 就 应 该 夯实 基础 ， 充 分 利用 问题 中 的 
条 件 , 不 能 一 叶 障 目 、 片 面 理解 . 
六 、 由 于 人 为 增加 条 件 或 使 用 没有 证 明 的 
结果 而 造成 “潜在 假设 ” 
例 6 若 z 十 y 十 z 二 1, 求证: 2 十 妨 十 
> 2 
。 1 1 1 
错 解 : 
at(t eB), 则 台 + 访 + 江 = (3 和 
1 
3. 


十 


1-2) + 人 (+ -$+ > 
3 3 3 
t= 0 时 等 号 成 立 

例 7 设 复数 = 满足 lz 一 让 =1, 上 且 z 六 0， 
z 关 2 又 复数 使 得 一 二 "一 为 实数 
问 复数 在 复 平面 上 所 对 应 的 点 Z 的 集合 是 什 
么 图 形 , 并 说 明理 由 . 

WwW 


当 








之 一 21 






































错 解 : Sr Pa €R, 

w 一 21 4 

WwW 2 一 2 WwW 之 一 21 

~ 0 01 Zz w= 9 Ca 
WwW 2 一 2 Ww 己 十 21 
i 色 i | 

w(w 十 21 2(Z 十 21 
整理 , 得 A OD 
整理 全 二 (一) z(z — 2i) 


比较 这 个 等 式 , 可 得 w = >. 

“|z—i|=1,z#AK 2,, 

.|w 一 计 = 1 w 关 2i. 

1. 形 成 原因 和 纠 错 : 有 的 学 生 在 解 题 过 程 
中 , 在 不 知觉 的 情况 下 增加 了 题目 的 条 件 , 或 
者 赁 直觉 想当然 地 使 用 了 没有 证 明 的 结果 , 从 
而 导致 “潜在 假设 ”. 例 6 的 问题 出 在 上 述 证 明 
中 , 变量 代 换 实际 上 增加 了 条 件 : 

y= -+ 2 2 

例 7 由 步骤 @ 的 结构 相似 得 出 w = z, 而 这 个 
结论 是 错误 的 . 这 两 题 结论 虽然 是 正确 的 , 但 
推理 显然 不 能 成 立 ! 


1 1 
例 6 正 解 : ee 


1 
了 二 小， 其 中 Qa、B、Y €R, 且 a++B 十 Y= 二 0， 则 
(下 转 第 2-17 页 ) 
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能 否 在 中 考试 卷 中 增加 一 道 
面向 学 习 困 难 生 的 附加 题 ? 


215003 江苏 省 苏州 市 教育 局 教研 室 罗 强 


众所周知 , 评价 改革 是 制约 课程 改革 的 一 
个 瓶颈 , 随 着 课程 改革 的 不 断 推进 , 2005 年 全 
国 将 有 8 ~ 10 个 省 市 区 参加 针对 新 课程 的 中 
考 , 占 考 生 总 数 的 25% ~ 30%. 中 考 命题 改革 
能 否 很 好 地 体现 课程 改革 的 理念 , 从 而 促进 素 
质 教育 的 实施 和 课程 改革 的 推进 , 确实 是 一 项 
迫在眉睫 而 又 难度 很 大 的 工作 . 根据 新 课程 的 
评价 要 求 , 结合 对 苏州 市 近 几 年 中 考 情况 的 分 
析 , 笔者 提出 一 个 设想 :能 否 在 中 考试 卷 中 增加 
一 道 面 向 学 习 困 难 生 的 附加 题 ? 由 于 中 考 命 
题 改 革 是 事 关 于 家 万 户 的 大 事 , 下 文 将 对 这 一 
设想 进行 具体 的 论证 . 

1. 提出 这 个 设想 的 由 来 

苏州 市 历年 的 中 考 是 初中 毕业 考试 、 升 学 
考试 两 考 合 一 , 因此 , 中 考 既 具有 毕业 考试 的 
水 平 考试 的 检测 功能 , 又 具有 升学 考试 的 选拔 
功能 . 根据 我 市 教育 发 展 的 需要 及 两 考 合 一 的 
年 点 , 教育 行政 部 门 提出 的 预计 考查 目标 是 : 试 
卷 的 平均 分 在 85 分 ~ 90 分 之 间 ( 满 分 120 分 )， 
即 得 分 率 为 72% ~ 75%, 同时 又 有 较 好 的 区 
分 度 , 即 期 望 大 部 分 考生 能 及 格 , 及 格 率 ( 之 72 
分 ) 为 85% ~ 90%, 又 能 适当 控制 优秀 率 , 优秀 
率 (> 108 分 ) 在 30% 左 右 . 

目前 , 苏州 市 已 普及 高 中 教育 , 每 年 的 初中 
毕业 生 中 都 有 97% 以 上 升 入 高 中 段 学 校 学 习 ， 
从 有 利于 普及 义务 教育 这 个 角度 , 要 让 各 个 层 
次 的 学 生 都 能 得 到 发 展 , 要 让 升 入 高 中 的 学 生 
都 是 合格 的 初中 毕业 生 , 因此 提出 了 要 90% 的 
合格 率 . 

目前 , 苏州 市 升 入 高 中 段 学 校 学 习 的 学 生 
中 , 普 中 和 职 中 的 学 生 人 数 比 例 约 为 1:1.1, 即 

















有 46% 左 右 的 初中 毕业 生 将 升 入 普通 高 中 , 从 
有 利于 高 中 段 教 育 这 个 角度 , 要 为 学 生 进一步 
的 发 展 打 下 基础 , 因此 提出 了 要 30%% 的 优秀 率 . 

但 从 苏州 市 近 几 年 中 考 考 试 的 结果 来 看 ， 
中 考 作为 毕业 水 平 考试 , 合格 率 偏 低 , 作为 选 
拔 考 试 , 优秀 率 又 偏 高 , 这 就 是 我 们 在 中 考 命 
题 中 所 面临 的 一 个 难以 协调 的 两 难 问题 . 

不 是 合格 率 偏 低 , 就 是 优秀 率 偏 高 , 实际 
上 也 反映 了 在 一 张 统一 的 中 考试 卷 中 考查 学 
生 能 力 与 考查 学 生 双 基 确 实 很 难 同 时 兼顾 . 

义务 教育 的 普及 化 使 得 学 校 教 育 中 的 学 生 
分 化 现象 更 为 普遍 甚至 更 为 严重 , 统一 性 的 考 
试 , 尤其 是 具有 选拔 功能 的 统一 性 考试 , 更 有 
利于 优秀 学 生 展 示 自 己 的 数学 水 平 与 数学 能 
力 , 而 不 利于 学 习 困 难 生 展示 自我 . 《全 日 制 
义务 教育 数学 课程 标准 (实验 稿 )》 指出 :“ 第 三 
学 段 学 生 的 个 性 特征 更 加 凸显 , 评价 应 充分 考 
虑 这 种 差异 , 努力 使 每 一 个 学 生 都 能 得 到 成 功 
的 体验 .” 既 要 让 学 习 优 秀 生 展示 能 力 , 又 要 让 
学 习 困 难 生体 验 成 功 , 这 是 目前 的 中 考 命题 所 
面临 的 一 个 两 难 问题 . 

总 体 来 说 , 目前 的 数学 教学 与 数学 评价 对 
学 习 优 秀 生 关注 较 多 , 而 对 学 习 困 难 生 的 关注 
不 够 , 特别 是 在 考试 中 , 学 习 困 难 生 更 容易 受 
到 打击 . 能 否 尊 重 学 生 之 间 的 个 体 差异 , 让 “不 
同 的 人 在 数学 上 得 到 不 同 的 发 展 ” 这 一 基本 理 
念 在 考试 评价 中 也 能 得 到 较 好 的 体现 , 特别 是 
对 学 习 困 难 生 , 能 否 通过 考试 评价 让 他 们 看 到 
自己 的 进步 , 让 他 们 也 能 获得 成 功 的 喜悦 ， 从 
而 激发 新 的 学 习 积极 性 , 这 是 中 考 命题 中 的 一 
个 难题 , 而 如 果 对 学 习 困 难 生 的 政策 倾斜 能 
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不 降低 整 份 试卷 对 数学 的 要 求 , 能 够 不 影响 学 
习 优 秀 生 充分 展示 自己 的 数学 能 力 , 就 难 上 加 
难 . 

《2003 年 全 国 初 中 毕业 、 升 学 考试 数学 学 
科 评 价 报 告 》 指 出 :“ 加 强 组 卷 技术 与 开卷 考试 
方式 的 研究 . 探索 改变 过 去 用 每 道 题目 均 为 考 
生 必 答题 组 卷 的 做 法 , 探索 新 的 组 卷 方 式 , 在 不 
危及 考试 公平 性 的 前 提 下 , 为 考生 更 能 充分 发 
挥 自己 的 水 平 提供 方便 . 例如 , 可 以 探索 和 完 
善 增加 等 值 题目 供 学 生 进 行 选择 答题 的 方法 ; 
也 可 以 探索 设计 由 学 生 自己 选择 解答 起 点 的 
试卷 , 即 学 生 可 以 只 做 试卷 的 部 分 题目 , 但 不 
影响 对 学 生 在 数学 学 科 方 面 成 绩 的 评价 ”. 这 
就 启示 我 们 能 和 否 从 组 卷 技 术 的 角度 来 寻找 破 
解 这 个 两 难 问题 的 途径 , 设置 附加 题 这 种 做 法 
可 以 给 考生 一 些 选择 的 权利 , 因此 是 一 个 可 以 
考虑 的 方向 . 

2. 近 几 年 高 考卷 、 中 考卷 中 的 附加 题 

例 1 2003 年 普通 高 等 学 校 招 生 全 国 统一 
考试 数学 (理工 农 医 类 ) 第 22 题 (本 小 题 满 分 
12 分 , 附加 题 4 分). 

(DD) 设 {an} 是 集合 {2: 十 2510 < s< 且 
s、t € Z} 中 所 有 的 数 从 小 到 大 排列 成 的 数列 ， 
即 ai = 3, a2 = 5, a3 = 6, a4 = 9, as = 10, 
Q6 = 12,.…. 

将 数列 {an} 各 项 按照 上 小 下 大 , 左 小 右 大 
的 原则 写成 如 下 三 角形 数 表 : 























(i) 写 出 这 个 三 角形 数 表 的 第 四 行 、 第 五 行 
各 数 ; 

(这 求 aloo. 

(了 (本 小 题 为 附加 题 , 如 果 解 答 正确 , 加 4 
分 , 但 全 卷 不 超过 150 分 .) 

设 {b} 是 集合 {2# 十 2s 二 27I0 和 rr < s< 
t, 且 7、s、t E Z} 中 所 有 的 数 从 小 到 大 排列 成 
的 数列 , 已 知 b4 = 1160, 求 . 
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例 2 2003 年 福建 省 三 明 市 中 考 第 27 题 
(本 题 14 分 ). 

已 知 :如 图 1, 忆 、、G、 玉 按照 AE = CG,， 
BF = DH, BF = nAE(n 是 正 整 数 ) 的 关系 ， 
分 别 在 两 邻 边 长 4、na 的 矩形 4BCD 各 边 上 
运动 . 设 AEB = x, 四 边 形 BFGH 的 面积 为 5. 

(1) 当 n = 1、2 时 , 如 图 2、 3, 观察 运动 情 
祝 , 写 出 四 边 形 了 FGH 备 顶点 运动 到 何 位 置 ， 
使 5 = 3 矩形 4BCD; 

(2) 当 n = 3 时 , 如 图 4, 求 5 与 x 之 间 的 
函数 关系 式 ( 写 出 自 变量 z 的 取 值 范围 ), 探索 
3 随 z 增 大 而 变化 的 规律 ; 猜想 四 边 形 EFGH 
各 顶点 运动 到 何 位 置 , 使 3 = 5 知 形 4BCD;) 












































2 
(3) 当 nn = 二 (kz 1) 时 , 你 所 发 现 的 规律 
和 猜想 是 否 成 立 ? 请 说 明理 由 . 
A na HH D A aHpD 
五 五 
G G 
B Fr C BF C 
图 1 图 2 
A HH 2a DA 万 3a D 
G G 
五 FE 
B F CB F (@ 
图 3 图 4 


(考生 注意 : 你 在 本 题 研究 中 , 如 果 能 发 现 
新 的 结论 并 说 明 结论 正确 的 理由 , 将 酌情 另 加 
3 一 5 分 .) 

“数学 学 科 2003 年 初中 毕业 、 升 学 考试 评 
价 课题 组 "对 本 题 的 点 评 : 本题 可 以 酌情 另 加 
3 一 5 分 , 实际 上 是 告诉 学 生 本 题 将 采用 开放 的 
评分 标准 . 评分 标准 的 开放 , 反映 了 考试 对 学 
生 创 新 活动 的 尊重 , 这 种 题目 不 仅 真正 有 利于 
激发 学 生 的 积极 性 与 创新 意识 , 而 且 对 于 平时 
教学 也 具有 积极 的 导向 意义 ”. 

3. 如 何 实施 这 个 设想 , 它 有 什么 特点 

设想 在 试卷 的 最 后 增加 一 道 8 分 的 附加 题 ， 
该 题 难度 系数 约 为 0.92, 并 给 出 如 下 提示 语 : 

本 是 为 附加 题 , 如 果 你 全 卷 得 分 不 满 72 分 ， 
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则 本 题 的 得 分 将 计 入 全 卷 总 分 , 但 全 卷 总 分 不 
超过 72 分 ; 如 果 你 全 卷 得 分 已 经 达到 或 超过 72 
分 , 则 本 题 的 得 分 将 不 计 入 全 卷 总 分 . 

友情 提示 : 如 果 你 觉得 自己 的 全 卷 得 分 已 
经 超过 72 分 , 请 你 将 剩 下 的 时 间 用 在 前 面试 题 
的 解答 上 . 

在 《考试 说 明 》 中 用 如 下 文字 进行 说 明 : 为 
使 更 多 的 学 生 能 体验 成 功 , 试卷 最 后 将 设置 一 
道 附加 题 , 如 果 考 生 全 卷 得 分 不 满 72 分 , 则 该 
题 的 得 分 将 计 入 全 卷 总 分 , 但 全 卷 总 分 不 超过 
72 分 ; 如 果 考 生 全 卷 得 分 已 经 达到 或 超过 72 
分 , 则 该 题 的 得 分 将 不 计 入 全 卷 总 分 . 

前 面 所 列举 的 高 考卷 和 中 考卷 中 的 两 个 
附加 题 的 例子 都 是 面向 学 习 优 秀 生 的 , 实际 上 
是 “ 奖 优 题 " 是 锦上添花 , 从 命题 意图 来 看 , 是 
希望 为 10% 左右 的 优秀 学 生 展 示 才 能 创造 条 
件 , 从 实际 效果 来 看 , 优秀 学 生 为 了 将 有 限 的 
时 间 用 在 更 容易 解决 的 正式 题 中 , 有 可 能 选择 
不 做 , 从 而 使 得 这 样 的 附加 题 形同虚设 .而 面向 
学 习 困 难 生 的 附加 题 , 实际 上 是 “扶贫 题 ”, 是 雪 
中 送 炭 , 是 为 学 习 困难 生 创设 更 多 获得 成 功 的 
机 会 , 是 希望 他 们 在 考试 时 不 再 陪 考 , 这 种 扶 
贫 不 是 无 原则 的 “施舍 ”, 不 是 人 人 有 份 的 ' 救 
济 ”, 而 是 需要 学 习 困 难 生 通过 “辛勤 劳动 ”来 
“脱贫 ”, 同时 “全 卷 总 分 不 超过 72 分 ”保证 了 这 
种 “脱贫 ”不 会 使 他 “致富 ”, 不 会 产生 新 的 不 公 

4. 这 个 设想 如 果实 施 对 考试 会 产生 什么 影 
响 

以 苏州 市 2004 年 的 中 考 抽样 统计 数据 为 
参照 , 估 测 一 下 如 果 在 苏州 市 2004 年 中 考试 卷 
中 增加 一 道 “ 扶 贫 类 "的 8 分 的 附加 题 , 会 对 考 
试 的 结果 带 来 什么 影响 . 

对 平均 分 的 影响 很 小 , 对 优秀 率 则 没有 影 
响 . 加 一 道 8 分 的 附加 题 , 以 实际 难度 系数 0.65 
来 估算 , 则 平均 得 分 约 为 5.2 分 , 如 果 全 部 计 入 
总 分 , 以 有 效 得 分 的 人 数 占 10% 来 估算 , 可 以 
将 全 卷 平均 分 提高 0.52 分 , 考虑 到 超出 72 分 的 
分 数 将 不 计 入 总 分 , 估计 可 以 将 全 卷 平均 分 提 
高 0.30 分 , 这 个 结果 不 会 使 全 卷 平均 分 产生 大 
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的 提高 . 

可 以 适当 提高 及 格 率 . 苏州 市 2004 年 的 中 
考 抽样 结果 显示 , 得 分 在 60 分 ~ 71 分 之 间 的 
人 数 约 占 5.38%, 由 于 附加 题 的 加 分 , 估计 其 中 
可 以 有 3%% 左 右 的 学 生 可 以 从 原来 的 不 及 格 变 
成 及 格 , 即 可 使 得 2004 年 的 合格 率 提高 3 个 百 
分 点 , 由 原来 的 83.76 宛 提高 到 86.7% 左右 . 

5. 这 个 设想 如 果实 施 对 教学 会 产生 什么 影 
响 

这 样 的 举措 对 部 分 学 生 的 考试 心理 和 应 试 
策略 将 带 来 一 定 的 影响 . 这 样 的 举措 首先 可 以 
增强 学 习 困 难 生 的 考试 信心 , 同时 , 对 20 宛 左 
右 的 考生 而 言 , 虽然 多 了 一 份 证 明 自己 的 机 会 ， 
但 机 遇 与 风险 同 在 , 由 于 学 生 事先 并 不 能 知道 
自己 在 本 次 考试 中 可 能 会 考 多 少 分 数 , 因此 , 必 
须 在 考试 的 后 期 先 对 自己 本 次 考试 的 得 分 情况 
做 一 个 估计 ,再 决定 做 还 是 不 做 附加 题 , 即 先 
做 一 个 自我 评价 , 再 做 一 个 逻辑 决策 ,这样 就 
为 这 部 分 学 生 营造 了 一 个 仿照 人 生 选 择 的 良 
好 情景 . 《全 日 制 义务 教育 数学 课程 标准 (实验 
稿 )》 指 出 :“ 评 价 的 主要 目的 是 为 了 全 面 了 解 
学 生 的 数学 学 习 历程 , 激励 学 生 的 学 习 和 改进 
教师 的 教学 ; .… …: 要 关注 学 生 数 学 学 习 的 水 
平 , 更 要 关注 他 们 在 数学 活动 中 所 表现 出 来 的 
情感 与 态度 ， 帮助 学 生 认识 自我 , 建立 信心 .” 
显然 , 由 于 考生 考试 临场 发 挥 的 不 确定 性 和 考 
试 内 容 的 可 选择 性 , 就 需要 一 部 分 考生 临场 去 
分 析 和 决策 , 因此 , 这 样 的 举措 就 包含 了 对 学 
生 的 情感 、 态 度 和 价值 观 的 考查 . 

这 样 的 举措 对 部 分 教师 的 教学 和 应 试 指导 
将 带 来 一 定 的 影响 . 对 面向 学 习 困 难 生 的 教师 
而 言 , 这 样 的 举措 首先 可 以 增强 他 们 的 教学 信 
心 , 而 这 种 信心 将 传递 给 学 习 困 难 生 . 其 次 , 这 
样 的 举措 也 可 以 引导 教师 因材施教 . 由 于 考试 
时 学 生 需 要 先 做 一 个 自我 评价 , 再 做 一 个 逻辑 
决策 , 因此 教师 不 仅仅 要 教学 生 学 会 数学 , 还 
要 教学 生 学 会 决策 , 学 会 拼搏 进取 , 这 就 使 得 
考试 能 发 挥 育 人 的 效果 , 从 而 具有 了 一 种 全 新 
的 发 展 性 功能 . 








(下 转 第 2-9 页 ) 
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2004 年 “游戏 型 "中 考题 介绍 


050800 河北 省 石家庄 市 正定 镇 中 学 ”全 树 起 


2004 年 的 中 考题 中 出 现 了 不 少 的 “游戏 
型 数学 试题 , 即 把 学 生 们 在 生活 中 爱 玩 的 游戏 
放 到 了 中 考题 中 , 给 紧张 的 考试 增添 了 不 少 的 
乐趣 . 

一 、 扑 克 牌 游戏 

例 1 (2004 年 河北 省 ) 扑克 牌 游戏 : 

小 明 背 对 小 亮 , 让 小 亮 按 下 列 四 个 步骤 操 





作 : 





第 一 步 : 分 发 左 、 中 、 右 三 堆 牌 , 每 堆 牌 不 
少 于 两 张 , 旦 各 堆 牌 现 有 的 张 数 相同 ; 

第 二 步 : 从 左边 一 堆 拿 出 两 张 , 放 入 中 间 
一 堆 ; 

第 三 步 : 从 右边 一 堆 拿 出 一 张 , 放 入 中 间 
一 堆 ; 

第 四 步 : 左边 一 堆 有 几 张 牌 , 就 从 中 间 一 
堆 拿 几 张 牌 放 入 左边 一 堆 . 

这 时 , 小 明 准确 说 出 了 中 间 一 堆 牌 现 有 的 
张 数 . 你 认为 中 间 一 堆 牌 现 有 的 张 数 是 _“. 

分 析 : 设 经 过 第 一 步 操作 后 , 三 堆 牌 都 有 >z 
张 , 经 过 第 二 步 操 作 后 , 中 间 一 堆 有 (z 十 2) 张 ， 
左边 一 堆 有 (x 一 2) 张 , 经 过 第 三 步 操作 后 , 中 
间 一 堆 有 (z 十 3) 张 , 经 过 第 四 步 操作 后 , 中 间 
一 堆 还 有 |[(zx 十 3) 一 (x 一 2)] 张 , 即 5 张 . 

二 、 闯 关 游 戏 














闻 关 游戏 规则 

1 所 示 的 面板 上 ,有 左 
右 两 组 开关 . 每 一 组 中 的 两 
个 按钮 均 分 别 控制 一 个 灯泡 
和 一 个 发 音 装 置 .同时 按 下 
两 组 中 各 一 个 按钮 ; 当 两 个 
灯泡 都 亮 时 间 关 成 功 ; 当 按 
错 一 个 按钮 时 ， 发 音 装置 就 


会 发 出 “ 间 关 失败 "的 声音 . 图 1 
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例 2 (2004 年 河北 省 课程 改革 实验 区 ) 依 

据 问 关 游戏 规则 , 请 你 探究 “闯关 游戏 的 奥秘 : 

(1) 用 列表 的 方法 表示 有 可 能 的 韶关 情况 ; 
(2 求 出 韶关 成 功 的 概率 . 

解 : (1) 所 有 可 能 的 闽 关 情况 列表 表示 如 











右边 按钮 总 | 
左边 按钮 

1 (1, 1) | (1, 2) 

2 (2, 1) | (2, 2) 

















() 设 两 个 1 号 按钮 各 控制 一 个 灯泡 

P( 癌 关 成 功 ) = 

三 、 剪纸 

例 3 2004 年 大 连 市) 将 一 国 形 纸 片 对 折 
后 再 对 折 ， 得 到 图 2， 然 后 沿 着 图 中 的 虚线 前 
开 , 得 到 两 部 分 , 其 中 一 部 分 展开 后 的 平面 图 形 


是 ( ) 





























©:© 
90G 


(0) (D) 
分 析 : 在 图 2 中 , 沿 虚 线 剪 下 来 的 部 分 应 
是 四 边 形 , 并 且 对 角 线 互相 垂直 , 所 以 剪 下 的 
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部 分 应 是 菱形 , 另 一 部 分 展开 后 的 平面 图 形 是 
(O). 

四 、 玩 跳棋 

例 4 (2004 年 江西 省 ) 如 图 3 所 示 是 跳棋 
盘 , 其 中 格 点 上 的 黑色 点 为 棋子 , 剩余 的 格 点 
上 没有 棋子 , 我 们 约定 跳棋 游戏 的 规则 是 :把 跳 
棋 棋 子 在 棋盘 内 沿 直线 隔 着 棋子 对 称 跳 行 , 跳 
行 一 次 称 为 一 步 . 已 知 点 A 为 乙方 一 枚 棋子 ， 
和 欲 将 棋子 A 跳 进 对 方 区 域 ( 阴 影 部 分 的 格 点 )， 
则 跳 行 的 最 少 步 数 为 de a ee de ( ) 

(A)2 步 ; (B)3 步 ; 











全 











分 析 : 因为 棋子 A 在 棋盘 内 沿 直线 隔 着 棋 
子 对 称 跳 行 , 所 以 棋子 A 可 隔 着 它 相 邻 的 天上 
角 的 棋子 对 称 跳 行 , 也 可 隔 着 它 相 邻 右上 角 的 
棋子 对 称 跳 行 , 后 一 种 跳 行 步 数 较 少 , 为 3 步 ， 
所 以 选 (B). 

五 、 数 字 游 戏 

例 5 〈2004 年 浙江 省 着 兴 市 ) 有 一 种 数字 
游戏 , 可 以 产生 “黑洞 数 ", 操作 步骤 如 下 :第 一 
步 , 任意 写 出 一 个 自然 数 (以 下 称 为 原 数 ); 第 
二 步 , 再 写 一 个 新 的 三 位 数 , 它 的 百 位 数字 是 
原 数 中 偶数 数字 的 个 数 , 十 位 数字 是 原 数 中 奇 
数 数字 的 个 数 , 个 位 数字 是 原 数 的 位 数 ; 以 下 
每 一 步 , 都 对 上 一 步 得 到 的 数 , 按照 第 二 步 的 
规则 继续 操作 , 直至 这 个 数 不 再 变化 为 止 . 不 
管 你 开始 写 的 是 一 个 什么 数 , 几 步 之 后 变 成 的 
自然 数 总 是 相同 的 . 最 后 这 个 相同 的 数 就 叫 它 
为 黑洞 数 ”. 请 你 以 2004 为 例 尝试 一 下 (可 自 
选 另 一 个 自然 数 作 检 验 , 不 必 写 出 检验 过 程 ): 

2004, 一 步 之 后 变 为 。 ， 再 变 为 ， 
再 变 为 。  _,…, “黑洞 数 ' 是 _ _. 
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分 析 : 2004 中 有 4 个 偶数 , 0 个 奇数 , 它 有 4 
位 数 , 所 以 一 步 之 后 变 为 404, 同 理 再 变 为 303， 
再 变 为 123, .…… 如 此 继续 变 下 去 , 所 得 的 
数 都 为 123, 所 以 "黑洞 数 " 是 123. 

六 、 踢 竹子 

例 6 (2004 年 辽宁 省 锦州 市 ) 某 校 初 三 学 
生 开展 踢 键 子 比赛 活动 , 每 班 派 5 名 学 生 参 加 ， 
按 团体 总 分 多 少 排列 名 次 , 在 规定 时 间 内 每 人 
踢 100 个 以 上 ( 含 100) 为 优秀 . 

下 表 是 成 绩 最 好 的 甲 班 和 乙 班 5 名 学 生 的 
比赛 数据 (单位 :个 ): 

[1 号 2 号 [3 号 4 号]5 写 [六 分 | 

| 到 | 100 | 98 [110| 59 | 1038 | 500 | 

| 89 |100| 95 | 119| 97 | 500| 

经 统计 发 现 两 班 总 分 相等 . 此 时 有 学 生 建 
议 , 可 以 通过 考查 数据 中 的 其 他 信息 作为 参考 . 

请 你 回答 下 列 问题 

(计算 两 班 的 优秀 率 : 

(2) 求 两 班 比赛 数据 的 中 位 数 

(3) 估计 两 班 比赛 数据 的 方差 哪 一 个 小 ? 

(4) 根 据 以 上 三 条 信息 , 你 认为 应 该 把 冠军 
奖状 发 给 哪 一 个 班级 ? 简 述 理由 . 

简 解 : (1) 甲 班 的 优秀 率 是 60% (或 0.6); 乙 
班 的 优秀 率 是 40% (或 0.4); 

(2) 甲 班 5 名 学 生 比 赛 成 绩 的 中 位 数 是 100 
个 , 乙 班 5 名 学 生 的 比赛 成 绩 的 中 位 数 是 97 个 ; 

(3) 估计 甲 班 5 名 学 生 比 赛 成 绩 的 方差 小 ; 

(4) 将 冠军 奖状 发 给 甲 班 , 因为 甲 班 5 人 比 
赛 成 绩 的 优秀 率 比 乙 班 高 、 中 位 数 比 乙 班 大 、 
方差 比 乙 班 小 , 综合 评定 甲 班 比较 好 

七 、 玩 跷 跷 板 

例 7 (2004 年 江苏 省 泰州 市 ) 小 芳和 和 从 
爸 、 妈妈 三 人 玩 跷 跷 板 , 三 人 的 体重 一 共 为 150 
干 克 , 爸爸 坐 在 跷 跷 板 的 一 端 , 体重 只 有 妈妈 
一 半 的 小 芳和 妈妈 一 同 坐 在 跷 跷 板 的 另 一 端 
这 时 , 爸爸 的 那 一 端 仍然 着 地 请 你 猜 一 猜 小 








芍 体重 应 小 于 ( ) 
(A) 49 千 克 ; (B) 50 千 克 ; 
(C) 24 千克 ; (D)25 千 克 . 


分 析 : 假如 小 芳和 妈妈 一 端 与 爸爸 的 那 一 
端 处 于 平衡 , 也 即 小 芳和 妈妈 体重 和 与 爸爸 的 
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2005 年 上 海 市 普通 高 等 学 校 春季 招生 考试 
数学 试卷 


考生 注意 : 1. 答 卷 前 , 考生 务必 将 姓名 、 
考 座位 号 、 校 验 码 等 填写 清楚 . 

2. 本 试卷 共有 22 道 试题 , 满分 150 分 . 考 
试 时 间 120 分 钟 . 

一 、 填空 题 (本 大 题 满分 48 分 ) 本 大 题 共 
有 12 题 , 只 要 求 直 接 填写 结果 , 每 题 填 对 得 4 
分 , 否则 一 律 得 零 分 . 

1. 方程 8x? 一 lg(z 二 2) = 0 的 解 集 是 


It 





十 2 
2. lim 一 -一 一 


POOLrOrOrrOrOrrrr rr rr rr 


体重 相等 , 分 别 为 75 千 克 , 而 小 芳 的 体重 只 
妈妈 一 半 , 所 以 小 芳 的 体重 应 为 25 千 克 , 而 题 
中 说 明和 爸爸 的 那 一 端 仍然 着 地 , 所 以 小 芳 的 体 
重 应 小 于 25 千 克 , 故 选 (D). 

八 、 玩 象棋 

例 8 (2004 年 浙江 丽水 ) 中 国 象 棋 棋 盘 中 
蕴含 着 直角 坐标 系 , 如 图 4 所 示 是 中 国 象棋 棋 
盘 的 一 半 , 棋子 “ 马 ” 走 的 规则 是 沿 “ 日 ” 形 的 对 
和 角 线 走 , 例如 , 图 中 “ 马 ” 所 在 的 位 置 可 以 直接 
走 到 点 4、B 等 处 . 


楚 河 汉 界 
SS 











B 
































图 4 

大 “ 马 ”的 位 置 在 C 点 , 为 了 到 达 D 点 , 请 
按 “ 马 ” 走 的 规则 , 在 图 中 的 棋盘 上 用 虚线 画 出 
一 种 你 认为 合理 的 行走 路 线 . 

答 : 行走 路 线 如 图 中 的 虚线 (此 题 答案 不 
惟一 ). 

九 、 荡 秋千 

例 9 〈2004 重 庆 市 ) 秋千 拉 绳 长 3 米 , 静止 


3 nT Qo 
.和 若 一 一 一 由 一 一 
3. 行 cos Q: 5, Hae (0 了 ), 则 tan 5 





4. 函数 f(z) = 
函数 广 -(z) = 

5. 在 A4BC 中 , 若 LC = 9%0。 4C = 
BC=4, 则 BA.BC = . 

6. 某 班 共有 40 名 学 生 , 其 中 只 有 一 对 双 胞 
台 , 知 从 中 一 次 随机 抽查 三 位 学 生 的 作业 , 则 这 
对 双胞胎 的 作业 同时 被 抽 中 的 概率 是 . 
(结果 用 最 简 分 数 表示 ). 


2Z2 (ZE (一 00, 一 2]) 的 反 








TTT 


时 躁 板 离 地 而 0.5 米 , 某 小 朋友 荡 该 秋千 时 , 和 

干 在 最 高 处 踩 板 离 地 面 2 米 (左右 对 称 ), 则 该 

秋千 所 荡 过 的 圆 弧 长 为 ender ede ee ( ) 
(A)7 米 ; 
(0) jz 米 ; 








简 解 : 如 图 5，OB = OC = 3 米 , CE = 
0.5 米 , BD = 2 米 ， 
“. OF = OC+CE-BD=3+0.5— 











2 = 1.5 米 . 
在 Rt 人 OBF 中 ， 
sin ZOBF > 


OBES 0 ZrOB = 600 
“. LAO0B = 120°. 

120r x3 
弧 AB 的 长 = 一 一 一 = 


180 27 ( 米 ), 选 
(B). 
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7. 双 曲 线 92* 一 16y* = 1 的 焦距 是 
8. 若 (z 十 2)”= xX? 十 … 十 ax? 十 bx? 十 
cri+2"(neN,Hnz3),Ha:b=3:2,N 


yl 








9. 设 数 列 {aw} 的 前 nn 项 和 为 5S,,(n € NN). 
关于 数列 {an} 有 下 列 三 个 命题 : 

(1) 车 {an} 既 是 等 差 数列 又 是 等 比 数列 ， 
则 ao” = an+l (ETN); 

(2) 若 S% = an2 二 bn (a.b eR), 则 {an} 
是 等 差 数 列 ; 

(3) 阁 5n 二 1 一 (一 1)”, 则 {an} 是 等 比 数 
列 . 

这 些 命题 中 ， 真 命题 的 序号 是 . 

10. 若 集 合 4 = {zl3cos 2rz = 37,Z € 
R},B = {yy = 1,y ee R), 则 4NMB = 





11. 函数 y = sinx 十 arcsinz 的 值 域 是 





12. 已 知 函 数 几 z) = 2” 十 logo x， 数列 
{an} 的 通 项 公式 是 an = 0.1n (n E N), 当 
Men) 一 2005| 取 得 最 小 值 时 ,mn = 

二 、 选择 题 ( 本 大 题 满分 16 分 ) 本 大 题 共 
有 4 题 , 每 题 都 给 出 四 个 结论 ， 其 中 有 且 只 
一 个 结论 是 正确 的 , 必须 把 正确 结论 的 代号 写 
在 题 后 的 圆 括号 内 , 选 对 得 4 分 , 否则 一 律 得 
零 分 . 

13. Se 下 列 命题 
中 的 假 命 

0 mn, 则 1 
(B) 者 a,nfa, 则 LL nn. 
(C) 若 导 mm/n, 则 LL nn. 
(D) 若 








[ 答 | ( 
二 Q = b 
cosA cosB 

DC 则 人 A 人 ABC 是 
(A) 直 角 三 角形 . (B) 等 边 三 角形 . 

(C) 钝 角 三 角形 . ”(D) 等 腰 直 角 三 角形 . 
管 |( ) 
15. 若 a、b、c 是 常数 , 则 “>0 目 刀 2 一 4ac < 


0” 是 “对 任意 z E R, 有 ax? 十 br 十 c> 0 的 
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(A) 充分 不 必要 条 件 . 
(B) 必要 不 充分 条 件 . 
(C) 充 要 条 件 . 
(D) 既 不 充分 又 不 必要 条 件 . 
[ 答 ]( ) 


16. 设 函 数 (7x) 的 定义 域 为 R,， 有 下 列 三 


(1) 阁 存 在 常数 MM, 使 得 对 任意 Xx € 及, 有 
f(z) < M, 则 MM 是 函数 (zx) 的 最 大 值 ; 

(2) 若 存 在 Xo € 及 , 使 得 对 任意 Ze 及 ， 
且 z 关 xo, 有 f(x) < f(zo0), 则 f(z0) 是 函数 
f(x) 的 最 大 值 ; 

(3) 车 存在 Xo € R,, 使 得 对 任意 ZE R, 有 
f(z) 和 f(z0), 则 f(z0) 是 函数 (x) 的 最 大 值 . 

这 些 命题 中 , 真 命题 的 个 数 是 

(A) 0 个 (B) 1 个 .，(C) 2 个 ，(D) 3 个 . 

管 ]( ) 

三 、 解 答题 (本 大 题 满分 86 分 ) 本 大 题 共 
有 6 题 , 解答 下 列 各 题 必须 写 出 必要 的 步骤 . 

17. (本 题 满分 12 分 ) 

已 知 2 是 复数 z 十、 二 均 为 实数 (为 
虚数 单位 ), 有 是 复 数 (z 十 ai)? 在 复 平面 上 对 应 的 
点 在 第 一 象限 , 求实 数 a 的 取 值 范 围 . 

18. (本 题 满分 12 分 ) 

已 知 tan a 是 方程 2 十 27sec a 十 1 二 0 的 
两 个 根 中 较 小 的 根 , 求 a 的 值 . 

19. (本 题 满分 14 分 ) 本 题 共 有 2 个 小 题 ， 
第 1 小 题 满分 6 分 , 第 2 小 题 满分 8 分 . 

已 知 正 三 棱锥 尸 - 4BC 的 体积 是 72V3， 
侧面 与 底面 所 成 的 二 面 角 的 大 小 为 60°. 

(1) 证 明 : PA 上 BBC; 

(2) 求 底面 中 心 O 到 侧面 的 距离 . 


P 





B 
20. (本 题 满分 14 分 ) 本 题 共 有 2 个 小 题 ， 
第 1 小 题 满分 6 分 , 第 2 小 题 满 分 8 分 . 
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某 市 2004 年 底 有 住房 面积 1200 万 平方 米 ， 
计划 从 2005 年 起 , 每 年 拆除 20 万 平方 米 的 旧 
住房 . 假定 该 市 每 年 新 建 住房 面积 是 上 年 年 底 

















住房 面积 的 5%. 
(1) 分 别 求 2005 年 底 和 2006 年 底 的 住房 
面积 : 参考 答案 
(2) 求 2024 年 底 的 住房 面积 (计算 结果 以 一 、 (第 1 至 12 题 ) 
21. (本 题 满分 16 分 ) 本 题 共 有 3 个 小 题 ， Ps 
第 1 小 题 满分 3 分 , 第 2 小 题 满分 6 分 , 第 3 小 | 5 
题 满分 7 分 二 5 8. 11. 
ee 9 GO 10. {1 
六 11. -sin1— 3,sin1+3|. 
十 00), 且 f(2) = 2 十 设 点 忆 是 函数 图 象 12. 110. 
上 的 任意 一 点 , 过 点 了 分 别 作 直线 y = X 和 vy 二 、 (第 13 至 16 题 ) 
的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 M、N. 
ww 0 外 RTD TTATO 
> ; 三 、 (第 17 至 22 是 
(2) 问 : |PM|.|PN| 是 否 为 定 值 ? 者 是 , 则 17. a 0 (zx.y € BR), 
求 出 该 定 值 , 者 不 是 , 则 说 明理 由 ; “z= + (y+2), 
(3) 设 O 为 坐标 原点 , 求 四 边 形 OMPN 面 由 题 意 得 y 二 _2. 
0 (zx 十 2) 十 az 一 4)i, 由 题 意 得 2 = 4. 
a P 1 
2 “(z+ai)? = (12+4a— a?2)+8(a— 2)i, 
Ol 1234567 根据 条 件 m 
人 外 》 品 
22. (本题 满分 18 分 ) 本 题 共 有 3 个 小 题 St 


解 得 2 < a < 6， 
1 EE EE 5 3 2 是 而 :其 8 3 蜀 
第 1 小 题 满分 5 分 , 第 2 小 题 满分 8 分 . 第 3 小 .实数 a 的 取 值 范围 是 (2, 6). 


题 满分 5 分 . 
a 0) 日 经 过 点 (2 A 
和 
—V2) 的 椭圆 的 标准 方程 ; .. 方程 的 较 大 根 是 cot a. 


员 是 
四 > 的 方程 是 tana 十 cota = 一 2seca, 即 
主 十 更 =1(o>5> 0) = 
pe sin Q cos a cos a 
设 斜 率 为 k 的 直线 1, 交 椭 圆 C 于 4、 已 两 1 








点 ,AB 的 中 点 为 M. 证 明 : 当 直线 1 平行 移动 和 0 

时 , 动 点 MM 在 一 条 过 原点 的 定 直 线 上 ; 解 得 a=2kr 二 了 ,或 a=2kr 一 全 ke 2 
(3) 利用 (2) 所 揭示 的 椭圆 几何 性 质 , 用 作 te 

图 方法 找 出 下 面 给 定 椭圆 的 中 心 , 简要 写 出 作 6 


图 步 又 , 并 在 图 中 标 出 椭圆 的 中 心 . tan a = ,ot a= V3; 
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当 a = 2kr — (ke Z)H, 
3 
tan a = ,to = 一 V3, 不 合 题 意 . 


二 EZ. 

19. [证 明 ] (1) 取 BC 边 的 中 点 D， 连 接 
AD、PD, 则 AD 1 BO,PDL BOC, 故 BC 1 
平面 APD. 

.PALBC. 

[ 解 (2) 如 图 , 由 (1) 可知 平 面 PBC -上 平 
面 4PD， 

则 和 ZPDA 是 侧面 与 底面 所 成 的 二 面 角 的 
平面 角 . 





过 点 0 作 OE 1 PD, 台 为 垂 足 ， 
则 OE 就 是 点 0 到 侧面 的 距离 . 


设 OB 为 hh, 
由 题 意 可 知 点 0 在 4D 上 ， 
.. LPDO = 60°,0P = 2h. 

2 
“0D= <, .BC = 4h, 

V3 

3 
“. SAABC = 4h)? = 4V3h2, 
‘72V3 = 一 3 .4VSh2 ， 2h = 2 
一 


即 底面 中 心 O 到 侧面 的 距离 为 3 

20. [ 解 | (1) 2005 年 底 的 住房 面积 > 

1200(1 十 5%) 一 20 = 1240 (万 平方 米 )， 

2006 年 底 的 住房 面积 ; 

1200(1 十 5%)? 一 20(1 十 5%) 
(万 平方 米 ). 

“。2005 年 底 的 住房 面积 为 1240 万 平方 米 ， 
2006 年 底 的 住房 面积 为 1282 万 平方 米 . 

(2) 2024 年 底 的 住房 面积 > 

1200(1 + 5%)20 一 20(1 十 5%)!9 

一 20(1 十 5%)13 一 .…. 一 20(1 十 5%) 一 20 


1.0520 —1 
一 1200(1 十 5%)20 < 
(D0) 0.05 


一 20 = 1282 


一 20 x 
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s 2522.64 (万 平方 米 )， 
“， 2024 年底 的 住房 面积 约 为 2522.64 万 
平方 米 

21. [ 解 | (1) *“ f(2) 

0 V3. 

(2) 设 点 书 的 坐标 为 (zo,yo)， 

则 有 加 = aa+ 交 2Z0 > 0， 

由 点 到 直线 的 距 亢 公式 可 知 : 

ial = 0 BN 

故 有 |PM|:|PN|= " 即 |PM| IPN| 为 
定 值 , 这 个 值 为 1. 

(3) 由 题 意 可 设 M(t,t), 可 知 N(0, yo). 

”PM 与 直线 y = 7 垂直 ， 
一 一 一 1 解 得 


CQ 
9 
ee 





3 kpm .1] = 

1 V2 

t= 3 (20 十 yo), 又 yo = 2Z0 十 一 ， 
Xo 


2 
“t= Xo V2 
pe 


“. SAOPM = 
z 

1 2 

二 2 十 V2 

2 2 

“ SAMPN = SAOPM 十 9AOPN 


= 3 (s+ 可) +V2I>1+V2， 
当 且 仅 当 zo = 1 时 , 等 号 成 立 . 
此 时 四 边 形 OMPN 面积 有 最 小 值 


SAOPN = 





1 十 V2. 
22. | 解 ] (1) 设 椭圆 的 标准 方程 为 
Re 
.a2 一刀 十 4 
ve 
即 本 加 的 方程 为 -+ 万 =， 
”点 2 在 椭圆 上 ， 
2 到 十 世 十 更 3 1, 


但 4 六 (的 ) 由 上 得 他 
8, 即 椭圆 的 标准 方程 为 二 十 地 = 
(2) 设 直线 1 的 方程 为 y = hz 十 mm, 与 椭圆 
(下 转 第 2-26 页 ) 
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俄罗斯 统一 高 考 数学 试题 


200062 华东 师范 大 学 出 版 社 倪 明 


中 国 的 教育 改革 , 正 受到 “高 考 ” 瓶 颈 的 制 
约 . 关注 近 几 年 来 俄罗斯 高 考 制度 的 改革 ， 可 
以 获得 一 些 有 意义 的 启示 . 

为 了 实行 教育 平等 和 遏止 教育 腐败 , 俄 罗 
斯 从 2001 年 开始 组 织 统一 高 考 , 各 个 地 方 自愿 
参加 . 2004 年 考生 已 近 一 百 万 , 计划 于 2006~ 
2008 年 分 阶段 逐步 在 全 国 范围 内 实施 . 值得 注 
意 的 是 , 考题 与 我 国 雷 同 , 考试 时 间 为 4 小 时 ， 
评分 标准 很 严 ， 刚 刚 公 布 的 15 岁 学 生 的 国际 
数学 测试 PISA, 时 间 是 3 小 时 15 分 钟 ， 我 国 
为 什么 只 能 在 2 小 时 内 完 卷 ? 考生 根本 无 法 思 
考 ! 

俄罗斯 数学 统一 考试 的 内 容 包 含 了 中 学 数 
学 课程 的 所 有 内 容 . 具体 内 容 是 : 表达 式 与 变 
换 、 方 程 与 不 等 式 、 函数 与 分 析 、 数 与 计算 、 几 
何 图 形 及 其 性 质 、 几 何 量 的 度量 等 . 

一 、 试 题 的 结构 

2004 年 的 数学 试题 由 三 部 分 组 成 : 

第 一 部 分 为 选择 题 , 有 4 个 被 选项 , 只 有 1 
个 是 正确 的 . 共有 14 道 题目 (Al~A14), 内 容 
涉及 “代数 与 分 析 初 步 ”, 相对 而 言 , 题目 最 为 
容易 . 

第 二 部 分 为 填空 题 , 它 的 答案 是 整数 或 小 
数 ， 只 需 写 出 数值 , 不 必 写 度量 单位 ， 共 有 9 
道 题 目 (B1~B9), 内 容 涉 及 “5~6 年 级 数学 ”、 
“7~9 年 级 代数 "、“10~11 年 级 代数 与 分 析 初 
步 "、“7~11 年 级 几何 ”, 题目 难度 以 中 档 题 为 
主 . 

第 三 部 分 为 解答 题 , 要 求 考生 写 出 详细 的 
解答 过 程 . 共有 4 道 题 目 (Cl1~C4). 考查 考生 
具有 综合 应 用 能 力 的 水 平 . 在 解 题 过 程 中 体现 
分 析 问 题 的 能 力 , 建立 数学 模型 的 能 力 , 应 用 
数学 方法 的 能 力 , 进行 数学 讨论 的 能 力 , 完整 、 








规范 表述 的 能 力 . 题目 的 内 容 范 围 与 第 二 部 分 
相同 , 以 难题 为 主 . 

二 、 评 分 的 原则 

统一 考试 的 题目 的 数量 在 25~30 题 范围 
内 ，2004 年 的 试题 共有 27 题 , 其 中 14 道 选择 
题 和 9 道 填空 题 每 题 1 分 , 4 道 解答 题 每 题 4 分 ， 
共 39 分 . 

由 于 选择 题 ,填空 题 都 是 客观 题 , 答题 用 
规范 的 答题 纸 , 采用 自动 化 阅卷 的 方式 , 大 大 
提高 了 评定 的 客观 性 和 工作 效率 . 而 解答 题 则 
由 高 校 教师 .教学 专家 和 部 分 优秀 中 学 教师 进 
行 评定 , 具体 评分 的 原则 如 下 . 

4 分 的 要 求 : 

解 的 步 又 完整 , 顺序 正确 ; 解 的 每 一 步 论 
述 充分 ; 解答 中 所 需 的 作 图 、 图 象 和 插图 完全 
正确 ; 正确 完成 所 有 的 推导 和 计算 , 并 得 到 正 
确 答案 . 

3 分 的 要 求 : 

解 的 步骤 完整 , 顺序 正确 ; 解 的 关键 步 又 论 
述 充分 ; 解答 中 所 需 的 作 图 、 图 象 和 插图 完全 
正确 ; 允许 有 一 个 笔 误 和 不 大 的 计算 错误 (可 
能 导致 答案 不 正确 ). 

2 分 的 要 求 : 

整体 推导 正确 , 但 有 可 能 解 的 步 又 不 完整 
或 者 缺少 部 分 解 的 关键 点 的 论据 ; 同时 允许 作 
图 .图 象 .插图 中 存在 不 大 的 错误 , 在 计算 和 推 
导 过 程 中 允许 一 两 个 不 大 的 错误 或 笔 误 (这 种 
错误 可 能 得 到 不 正确 的 答案 ), 但 不 影响 解 的 后 
续 步 又 的 正确 性 . 

1 分 的 要 求 : 

总 的 思想 、 方 法 正确 , 但 有 某 些 中 间 步 又 
没有 完成 或 者 没有 做 完 ; 大 多 数 关键 点 没有 论 
证 或 有 不 正确 的 论证 ; 同时 允许 作 图 、 图 象 、 插 
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图 中 存在 不 大 的 错误 , 在 计算 和 推导 过 程 中 允 
许 有 不 大 的 错误 (这 种 错误 可 能 得 到 不 正确 的 
答案 ). 

不 能 满足 上 述 要 求 的 , 只 能 是 0 分 . 

特别 注意 : 这 里 评定 0、1、2、3、4 分 不 是 平 
均 的 , 也 就 是 “如 果 题 目 解 出 75% 得 3 分 , 做 出 
一 半 得 2 分 ”的 想法 是 错误 的 . 打 3 分 的 解 实质 
上 接近 于 理想 的 4 分 , 只 是 在 推导 或 计算 上 有 
一 些小 的 差错 . 这 一 要 求 似乎 比 我 们 的 评分 标 

分 数 可 以 转化 为 百分制 . 2003 年 得 满分 39 
分 , 即 100 分 的 有 148 人 , 平均 分 为 49.89 分 . 

三 、 数 学 高 考 样题 

(考试 时 间 : 四 小 时 内 完 卷 ) 


第 一 部 分 

Al 计算 : 253 -0.25 = 

(1) 37.25; (2) 14.75; 
(3) 124.75; (4) 26.25. 


A2 化 简 表 达 式 : 3cos? x 十 3sin? x 一 6 = 
(D1; (2) -5; (3)3; (一 3. 
A3 化 简 表 达 式 : V625ms = 


(1) 25m2; (2) 5m2; 

(3) —25m’2; (4) —5m2. 

A4 表达 式 0.31803? 一 5 的 值 是 

(1) —4.91; (2) 一 4.7; 

(3) 一 4 = 

A5 包含 方程 7?”16 = 和 9 的 根 的 区 间 是 
(1) (4, —1); (2) [=—1, 0]; 

(3) (0, 2); (4) [5, 9]. 


A6 方程 logz(z 二 8) = logs3 十 logo5 的 
根 所 属 的 区 间 是 
(1) (—8, —5]; (2) (—1,3); 
(3) (3,5); (4) [5, 8]. 
A7 在 区 间 [--3,2 上 函数 递增 的 图 象 是 
y 
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了 


加 
| 
9 
四 
国 
国 
| 
国 


cr I|| 
[ 了 





(1) (一 co, —2] U [1.5, 6); 

(2) (一 co, —1.5] U [2, 6); 

(3) oo, —2] U [3, 6); 

(4) [一 2,1.5] U [6, +00). 

A9 也 数 y = sinz 一 2 的 导数 在 点 Zo = 
0 的 值 是 

Et (2) 0: 

(本 :三 视 el, 

A10 函数 y 一 V1 一 logozz 的 定义 域 
是 

(1) [0.7, 十 co); (2) (0, 0.7]; 

(3) (—00, 0.7]; (4) (0.7, 十 co)， 

All 函数 y= 6” 一 12 的 值 域 是 

(1) (0, +00); (2) (一 12, +00); 

(3) [一 12, 十 co); (4) (一 co, 一 12). 

Al12 方程 cos 27 = 的 解 是 

(1) ( y= -nn,ney; 





(2) + nn,ney; 


(3) 3 





十 PT E Zi 


(4) 和 十 277r;,m E Z. 


Al13 


下 图 给 出 了 函数 y = f(x) 的 图 象 . 


方程 f(x) = he a 














2005 年 第 2 期 
Al14 经 过 函数 y = ez - 22 横 坐标 zo = 
1 的 点 引 切 线 , 这 条 切线 与 横 轴 夹 角 的 正切 值 


是 


(1) e—2; (2) 一 
(3) e 一 1; (4) 一 2. 
第 二 部 分 


这 一 部 分 题目 的 答案 是 整数 或 小 妆 ) 只 需 
写 出 数值 , 不 必 写 度量 单位 . 
Bl 求 表达 式 
cos 15° (cos 50° sin 65° 一 cos 65° sin 50°) 
的 值 . 
B2 求 方程 
(327 -29 a 
根 的 和 |. 
B3 求 曲 线 ( 直 线 )y = 8z 一 62 ,7 = 
B4 函数 y = f(z) 定义 在 区 间 (-3,7) 
上 , 其 导数 如 下 图 所 示 , 请 指出 函数 y = f(x) 
在 区 间 ( 一 3,7) 上 极 小 值 的 个 数 . 
re 
AT 


[HL 
| | NN 
[HH 





27)wW5z 二 18= 0 


IC— 















HH 
B5 求 函 数 y = 55 一 57 在 区 间 [1,7] 上 
的 最 大 值 . 
B6 求 函数 y = In(x 一 2|x 一 引 ) 在 其 定 
义 域内 所 有 整数 的 和 . 


B7 计划 生产 新 的 电子 仪器 , 企业 的 经 济 
专家 决定 , 第 一 个 月 制造 200 台 仪器 , 以 后 每 月 
增加 生产 20 台 . 按 此 计划 , 经 过 几 个 月 企业 能 
制造 11000 台 ? 

B8 正四 棱锥 底面 与 侧面 的 二 面 角 等 于 
45°, 而 侧面 积 为 36V2, 求 棱锥 的 体积 . 

B9 ”在 等 腰 梯 形 中 , 它 的 一 个 角 为 60", 它 
的 内 切 圆 面积 为 24V3, 求 该 圆 的 半径 . 

第 三 部 分 

这 部 分 解答 ， 
上 题 号 (如 C1 等 )， 





写 在 专门 的 答案 纸 上 , 先 写 
随后 给 出 完整 的 解答 . 
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Cl 解 方程 组 
logo.o(2y 一 3z 十 1) = 0， 

民 log>(3y 一 Z 一 1.5) 十 log4(8z) = 0. 

C2 和 矩形 的 边 长 为 2 和 5, 经 过 它 的 短 边 
上 的 点 作 直 线 , 使 得 所 截 得 的 直角 三 角形 的 周 
长 为 8, 求 矩 形 留 下 部 分 面积 的 最 小 值 . 

C3 半径 为 2 的 球 与 平面 切 于 4 点 , 一 圆 
锥 的 底面 也 在 这 个 平面 上 . 过 圆锥 底面 的 圆心 
(点 C) 和 球面 上 的 一 点 (过 4 点 球 的 直径 的 另 
一 个 端点 ) 作 直线 , 和 球面 与 圆锥 的 切 点 人 M ( 它 
们 惟一 的 公共 点 ) 相交 . 如 果 4C = 1, 求 圆锥 
的 高 . 

C4 求 参 数 a 的 所 有 值 , 使 得 不 等 式 


ae 
的 解 集 包 含 以 1.7 为 首 项 、 公 比 为 正 数 的 无 穷 
递减 等 比 数列 的 所 有 项 . 

答案 : 

A1(3). A2(4). A3 (2). 

A4(4). A5(2). AG (4). 

A7(3). A8(1). Ag(4). 

Al0(1). Ail1(2). Al2 (2). 

A13 (2). Al4 (1). 

也 1 0.25. 也 2 0.4 

B3 1.25 B42 

B58 B6 12 

B7 25 B8 36 

B93 

C1 (0.5,0.75). C2 于 

C3 和 C4 (_o00,07. 
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米 [ pf 旦 如 
数学 问题 与 解答 
2004 年 第 12 期 问题 解答 


OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOGO | 


631. OO 与 凸 四 边 形 4BCD 的 四 边 丝 相 
切 . AB =a, BC=0b,CD=c,DA=d, 求 
证 : OA .OC+0O0B.:.OD = vabcd. 








证 : 如 图 1 作 人 NDCcw A 人 0A4B, 

AMABw AODC. 

将 相等 的 角 标 为 和 1、 人 2、 23、 人 4. 

又 LCND = LBOA, LBMA = LCOD. 

由 LZ1+L2+L3+L4== 了 四边形 4BCD 
内 角 和 = 180° 知 ， 

LAOB + LCOD = 180°, 

“. LAOB+ LBMA = 180°, 

LCOD+ LCND = 180°, 

从 而 O、4、M、B; 0、C、N、DD 分 别 四 点 
共 圆 . 

由 托 拉 密 定理 , 04.MB+TOB.M4= 
a.: OM, 





即 04.00.24+0B.0D.L=a.0OM, 

“Dds OGFOBODE=e ON 

同 理 可 得 04.0C+OB:.OD =a:ON. 

“. OA.OC+0B.OD 

EU pr ro @D 

令 人 OAB、 人 OBC、 和 OCD、 人 人 ODA 的 
外 接 圆 直径 依次 为 m1、 m2、m3、 ma. 

注意 LODN 与 ZA4O0D 互 补 ， ZLOBM 与 
LBOC 互 补 , 有 

= sin ZODN = sin LAOD = 二 

mm mm 


3 4 
ON ca m3. 
人 @ d ma 

M 
2 en AO Oe 
M1 M2 
: b _ M2 
加 OM 六 m1 


但 sin LZ1: mi = 0B = sin 人 3: mo, 即 
m2 sin 人 1 





m1 sinZL3’ 
同 理 可 得 


ms _ sinZl 
ma sinZL3. 


2 3 

m: ma 
ON b 
"0 
bd = OM .ON. 
代入 四 ， 即 得 


0O4.0C+OB.OD = vabcd. 

632. 作 ABC 的 内 切 圆 切 边 BC、CA、 AB 
于 D、B、F 三 点 , 过 D 作 DG 上 EF 于 G, 连 
结 BG、CG 并 延长 交 AC、AB 于 玉 、I. 已 知 
万 B=3, IF=4, BO=21, 求人 ABC 的 面积 . 

解 : 如 图 2, 连结 了 D. 
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“* FG= FDcos LDFG 
= 2FB cos LBFD eos He 
一 2FBcos 工 二 二 三 








COS 
2 


B 
es 
2 2 


a G "BB.at 
同 理 二 = 2sin 3 sin3. 
FG EG 


时 
于 是 EC 
ZGFB = ZGBG, 
*, AGFB ow AGEC, 


进而 可 知人 IFGco 八 HEG. 于 是 
FB FG IF 4 
EC EG HE 3 
注意 到 BC = FB + BC = 21， 
可 得 FB = 12, BC = 9. 
设 A4F = AEB = zx, 则 在 人 人 AEF 中 , 由 梅 
涅 劳 斯 定理 可 得 
AB FG 


BF GE HA 12 


于 是 A4BC 的 三 边 长 为 46= 3 BC = 








EH z+1l2 4 3 


4 
21, 4B = 字 . 由 海伦 公式 得 ABC 的 面积 


为 189. 


633. 已 知 Z1、2Z2、…、22005 €E (-3, 7)， 
20057 
Xl1 十 XY2 十 "… 十 X2005 二 6 求 
< 02; sin Xi — T sin zs 
y= > 2 QZ 2 


全 3 十 2Sin2; 


的 最 小 值 . 
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sint 
: 令 g() = 一 一 一 
解 : 令 g(t) 3+2sint’ 
ni ni 
设 = < 有 有 < 妇 <3; 则 
sint1 Sin t2 


t1)—g9(t2) = 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 
g(t1) — g(to) 3 二 2sint1 3 十 2sint> 


3(sint1 — sint2) 


= ) 


(3+2sint)(3+ 2sint,) 
a 


9g(6) < g(t2), 9() 是 (一 子 , 节 ) 上 的 增 


1 

sinz1 2 
3 二 2 sin Z1 342. 
0671 一 区 Sin Z1 1 6z1 一 克 


6 3+2sinz1 8 6 ， 
621 sin X1 — Tsin x1 621 一 区 


3 十 2SinZi 2 8 





CD 








即 
同 理 ， 


0622 sin X2 — T Sin Xo 
多 


3 十 2Sin2Zo2 8 
67X2005 Sin X2005 — 7 Sin Z2005 


3 十 2sin T2005 
6z2005 一 区 


0672 一 碾 





A 


> ; 
8 

将 以 上 各 不 等 式 相 加 得 

2005 

> 602; sin Xi; — T sin zi 

全 3 十 2Sin2i 


二 6(zl 十 Za2 十 … 十 Z2005) 一 20057 


8 
可 见 , 当 且 仅 当 zi = x2 二:… 二 X2005 
6 时 ， Ymin 一 0. 
634. 如 图 3, 在 四 棱锥 己 - 4BCD 中 , 底 
面 4BCD 是 矩形 ; PB 上 底面 4BCD, 求证 : 
LDPC + LDPA > LDPB. 
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证 : 如 图 3, 将 四 楼 锥 一 ABCD 补 成 长 
方 体 MPQN 一 ABCD, 再 作 该 长 方 体 的 外 接 
球 O, 不 难得 到 0O 是 PD 的 中 点 . 

设 球 O 的 半径 为 R, LDPC、 LDPA、 
《DPB 的 弧度 数 分 别 为 Q1、Q2、Q3. 

由 于 P、D、C 在 大 圆 上 , 故 D、C 两 点 间 
的 球面 距离 是 2Rai. 

同 理 , C、B 两 点 间 的 球面 距离 和 DD、A4 两 
点 间 的 球面 距离 都 是 2Rao, D、B 两 点 间 的 距 
离 是 2Ras. 

因为 D、C、B 三 点 不 在 球 O 的 同一 个 大 
圆 上 , 从 而 D、C 两 点 间 的 球面 距离 与 C、B 
两 点 的 球面 距离 之 和 大 于 D、B 两 点 间 的 球面 
距离 , 即 2Rai + 2Ra2 > 2Ras. 

所 以 aa 十 aa > Qs3. 

亦 即 CLDPC+ZDP4 > LDPB. 

635. 正 整数 数列 中 除去 数列 {2" 一 n} (n 
E N*) 的 所 有 项 由 小 到 大 依次 构成 数列 {an}， 
求 {a} 的 通 项 公式 . 

解 : 设 by = 272 一 n. 

“b=1,br—br m1=4k,keZt, 

.… 正 整 数列 1, 2, 3,… 中 , bk 与 bx+1 之 间 
有 4 个 数 , 它们 都 是 {an} 的 项 , 所 有 这 些 数 从 
小 到 大 依次 排列 构成 数列 {aw}， 因 此 把 数列 
{Qnj} 分 组 : 

(2, 3, 4, 5), (7, 8, .…., 14), .…., (2k2 一 
大 十 1 2 一 十 2,…, 2k? 一 十 4k),… 其 
中 第 上 组 有 4 个 数 ， 

设 an 在 第 组 , 则 第 一 1 组 共有 4 十 8 十 
… 十 4(k 一 1) = 2 有 2 一 2k 项 , 故 

an = 2k2 — k++ [nm (2k2 — 2k)| = nth, 
且 为 满足 2k? 一 2k 十 1 < n 的 最 大 整数 . 

由 2k2 一 2k 十 1 过 nn 得 
1 1 





1 
0<k<= 
< 了 十 


1 1 1 i 
人 中 | 
超过 x 的 最 大 整数 . 


1 1 1 


数学 教学 


2005 年 第 2 期 
2005 年 第 2 期 问题 


636. 如 图 4, A4BC 的 内 切 圆 DO 切 BC 
边 于 D,， DE 为 QO 的 直径 ，AE 的 延长 线 交 
BC 于 书 求证 : BD = CF. 

A 


AN 


(安徽 ” 王 乘 春 供 题 ) 
637. 如 图 5, ZAFE = LACB, 人 AEF 与 
A4BC 面 积 相等 , BC 上 4AB, FB | AE, 求 
证 : AB = 4 万 . 








a 
F 
A B 
图 5 
(湖南 。 厉 ” 倩 供 题 ) 


638. 求 证: 锐角 三 角形 的 垂 心 到 各 顶点 的 
距离 之 积 不 大 于 其 内 心 到 各 顶点 的 距离 之 积 . 
(安徽 李 明 供 题 ) 
639. 设 {an} 为 正 项 等 差 数 列 , 其 任意 前 7 
项 的 和 5% > 2, m、n、kk 为 正 整数 , 求证 : 
(1) 若 m 十 k=2n, 则 Si 二 Sk < 52; 


Sn TITN? 
I A — . 


(安徽 盛 宏 礼 供 题 ) 


1 
640.a、b、c 是 三 个 正 数 , 求证 : 一 一 一 
a、b、c 是 三 个 正 数 , 求证 I 
1 1 3 





ITo GT 可 > + yate) 
(江苏 李 广 修 供 古 ) 
(本 栏目 责任 编辑 李 大 元 汪 纯 中 ) 
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华东 师范 大 学 网 络 教育 


华东 师范 大 学 是 教育 部 直属 的 全 国 重点 大 学 ， 
拥有 雄厚 的 师资 力量 和 先进 的 教育 设施 . 华东 师范 
大 学 网 络 教 育 学 院 从 2001 年 开始 招生 , 是 教育 部 批 
准 成 立 的 68 所 网 络 教育 学 院 之 一 , 也 是 2003 年 教 
育 部 组 建 的 全 国教 师 教 育 网 络 联盟 的 主要 成 员 单 
位 . 华东 师范 大 学 网 络 教育 学 院 成 立 以 来 一 直 在 为 
各 类 在 职 教师 和 其 他 人 员 提 高 学 历 及 继续 学 习 提供 
机 会 . 学 院 现 设 有 专科 层次 三 个 专业 , 专升本 层次 十 
八 个 专业 , 每 年 的 春秋 两 季 招 生 (专升本 、 专科 ), 教 
育 硕 士 四 个 专业 . 

一 、 招 生 对 象 及 条 件 

1. 专科 : 具有 普通 高 中 、 职业 高 中 技术 学 校 、 
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学 院 2005 年 招生 简章 


三 、 学 制 

专科 : 学 习 期 限 2 年 ~4 年 ， 专升本 : 学 习 期 限 
2.5 年 ~6 年 . 教育 硕士 : 3 年 ~ 4 年 . 

四 、 人 学 考试 

专升本 、 专科: 参加 全 国教 师 教育 网 络 联盟 联合 
考试 . 教育 硕士 : 参加 全 国 在 职 攻读 硕士 学 位 联 考 . 

五 、 考 试 时 间 

专升本 、 专科 :2005 年 2 月 、8 月 .教育 硕士 :2005 
年 10 月 (全 国 统考 ). 

六 、 教学 管 理 及 学 习 形 式 

1. 教学 管理 采用 学 分 制 . 

专升本 、 专科 : (各 专业 约 80 学 分 左右 ). 学 生 学 





中 等 专业 学 校 (成 人 中 专 ) 毕业 文凭 者 或 其 它 同 等 学 
历 者 . 

2. 专升本 : 具有 国民 教育 系列 应 届 、 历届 大 学 
专科 ( 含 高 职 ) 毕业 的 各 类 在 职 教师 及 相关 专业 人 
士 , 且 具 有 所 报 专业 的 专业 学 习 基础 . 

3. 教育 硕士 : 具有 Be A pn 
学 本 科学 历 和 学 士 学 位 , 有 三 年 以 上 教学 经 历 , 未 
获得 学 士 学 位 者 , 除 满足 上 述 条 件 外 , 还 应 0 
当中 学 一 级 教师 任职 资格 . 

二 、 招 生 专业 

专科 : 行政 管理 ,教育 学 ( 设 有 四 个 专业 方向 : 小 
学 语文 、 小 学 数学 、 小 学 体育 学 前 教育 ) 会 计 学 . 

专升本 : 汉语 言 文学 、 数 学 与 应 用 数学 、 英语 、 
计算 机 科学 与 技术 .工商 管理 、 教育 学 、 学 前 教育 、 
行政 管理 体育 教育 .历史 学 、 生物 科学 、 地 理科 学 、 
法 学 、 教 育 信息 技 术 、 应 用 心理 学 、 旅游 管理 ,化 学 、 
物理 . 

教育 硕士 : 教育 管理 、 学 科教 学 (语文 )、 学 科教 
学 (数学 )、 学 科教 学 (英语 ). 














和 A rr rr rr 人 


Dx® 1 7x2 
< 一 一 











WI SS 


故此 步 不 可 道 . 
需 男 疯 它 法 如 下 : y = 


TOTAAL~N 


完 教学 计划 规定 的 课程 , 修 满 规定 学 分 , 考试 成 绩 
合格 , 专升本 学 生 在 读 期 间 必须 通过 全 国 现代 远程 
教育 试点 学 校 网 络 教育 公共 课 统 一 考试 (英语 、 计 算 
1 则 发 给 国家 承认 的 华东 师范 大 学 (网 络 教育 ) 毕 
业 文 凭 , 符合 学 士 学 位 授予 条 件 者 , 将 授予 学 士 学 

位 . 教育 硕士 : 成 绩 合格 , 并 通过 毕业 论文 答辩 , 颁 
发 国家 学 位 办 的 学 位 证 书 . 

2. 学 习 形 式 . 

全 业余 . 学 生 将 以 网 上 视频 点 播 、 课程 网 页 浏 
览 、 教 学 光盘 上 自学、 网 上 作业 答疑 、 在 线 讨 论 、 站 点 
面授 辅导 等 方式 进行 自主 学 习 . 

七 、 说 明 

其 它 信息 可 从 华东 师范 大 学 网 络 教育 学 院 网 站 
上 查询 . 

网 址 : http://www.dec.ecnu.edu.cn 

咨询 电话 : 62232037、62232034. 

Email: officeQdec.ecnu.edu.cn 

华东 师范 大 学 网 络 教育 学 院 

2005 年 1 月 18 日 





和 OTANITNT~N 


Y= 1 当 x € [1,2],y >0 
一 一 在 [1 为 增 函 数 
x2 
0) < 4) < 10), (10)=7) 
2 
即 了 < < 3, 故 函数 y = ,2 < [L, 习 的 
值 域 为 人 


和 和 AAAINT~N 


闪 祝 广大 访 首 身体 广 席 新 春 快乐 ! 


编 后 漫笔 


关于 “ 双 基 "和 高 考 


一 兼 谈 数学 高 考 时 间 是 否 可 延 为 3 小 时 
张 莫 窗 ” 赵 小 平 


本 期 刊登 了 2004 年 数学 教育 高 级 研讨 班 
的 学 术 纪 要 . 这 次 研讨 的 主题 是 “基础 与 创造 ”. 
发 言 的 很 多 , 却 漏 了 一 个 重要 方面 : 高 考 和 双 
基 的 关系 . 

扎实 双 基 和 严酷 高 考 , 都 是 中 国 数学 教育 
的 特色 . 高 考 难 以 评价 创造 性 “基础 题 " 占 绝 
大 多 数 , 于 是 , 教学 上 大 力 加 强 基础 训练 . 

从 好 的 方面 说 , 高 考 和 中 考 注重 数学 基础 
的 检验 , 有 利于 双 基 数学 教学 的 落实 . 从 不 好 
的 方面 说 , 由 于 高 考 的 过 度 竞争 ,， 导致 双 基 异 
化 , 基础 过 剩 , 

今年 某 地 春季 高 考 ， 几 乎 全 部 是 基础 题 . 
新 颖 的 应 用 大 题 \ 开 放 题 ,情景 题 、 建 模 题 没有 
了 . 如 此 指挥 , 基础 是 打 扎 实 了 , 创新 也 就 淡出 





PrwOrwOrwrOrOrOrrOrrOrOrOrrrr rr rr rr 


俄罗斯 最 近 逐 步 实行 全 国 统一 高 考 , 题 量 
和 中 国 相同 , 考试 时 间 为 4 小 时 ， 最 近 刚 刚 公 
布 的 2003 年 大 面积 国际 数学 测试 PISA 的 考试 
时 间 为 3 小 时 15 分 .著名 的 13 岁 学 生 参 加 的 
TIMMS 考 试 简直 不 限制 时 间 . 本 刊 去 年 第 12 
期 刊登 的 日 本 数学 高 考 , 总 共 只 需要 做 4 个 题 
(都 是 填充 题 ) 时 间 是 一 小 时 . 

请 问 , 我 们 为 什么 要 在 2 小 时 内 完成 24 个 
题目 , 车 得 大 家 都 做 不 完 , 需要 飞快 回答 , 没有 
思考 时 间 呢 ? 

我 们 不 期 望 高 考 制度 有 大 的 变革 , 但 是 在 
命题 内 容 和 考试 时 间 上 , 应 该 运用 新 的 思维 : 数 
学 高 考 延 长 为 3 小 时 如 何 ? 

“ 双 基 "毕竟 是 基础 , 不 能 变 成 速算 比赛 , 给 
考生 以 思考 的 时 间 吧 |! 








和 和 AAAITNT~N 


第 三 届 东 亚 地 区 数学 教育 国际 会 议 (ICMI-EARCOME 3) 将 于 2005 年 8 月 7 日 -12 日 在 上 海 
华东 师 大 、 南京 师 大 ,杭州 师 院 举行 . 目前 , 会 议 的 程序 已 基本 确定 , 论文 征集 工作 正在 进行 , 在 线 
注册 也 已 经 开始 . 欢迎 有 兴趣 的 读者 访问 会 议 网 站 : http://www.math.ecnu.edu.cn/earcome3. 

这 次 会 议 除 了 大 会 报告 和 小 组 演讲 讨论 外 , 还 特别 为 中 小 学 数学 教师 另外 安排 了 1 天 的 教师 
研讨 会 (8 月 9 日 ) 上 、 下 午 的 主题 分 别 是 代数 教学 和 概率 统计 教学 . 为 了 使 研讨 会 获得 更 好 的 效 
果 , 也 欢迎 中 小 学 教师 来 信 告诉 我 们 你 们 特别 希望 主讲 人 能 够 涉及 的 讨论 主题 . 


来 信 请 寄 : earcome3Q@math.ecnu.edu.cn. 
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